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üeber den Kreis. 


I. Lehrsätze. 

425. Wird eine Gerade, welche mit einem ihrer Endpunkte im 
Umfange eines Kreises liegt, von einem Durchmesser desselben 
unter rechten Winkeln halbirt, so liegt auch ihr anderer End- 
punkt im Umkreise, d. h. sie ist eine Sehne des Kreises. 

Beweis. Es liege die Gerade AB (Fig. 347.) mit dem End- 
punkte A im Umfange des Kreises K und werde durch den Durch- 
messer CD in E unter rechten Winkeln halbirt , so soll auch der 
andere Endpunkt B im Umfange liegen. Wäre dies nicht der Fall, 
so könnte der Punkt B entweder nur ausserhalb des Kreises oder 
innerhalb desselben fallen. Angenommen er läge ausserhalb, etwa 
wie F, so ■ ziehe man KF , dann ist A AEK ^ A KEF (45) , mit- 
hin AK = KF ; nun ist aber AK ein Halbmesser , folglich müsste 
auch KF ein solcher sein, was offenbar ungereimt ist, da der End- 
punkt F der Geraden KF ausserhalb des Kreises liegt, KF also 
grösser als ein Halbmesser sein muss. Mithin kann der Punkt B 
nicht ausserhalb des Kreises fallen. Fiele, er innerhalb, etwa nach 
G, BO ziehe man GK; dann wäre A AEK = AKEG (45), daher 
AK = GK, also GK ein Halbmesser , was wiederum offenbar nicht 
möglich ist. Der Punkt B kann also auch nicht innerhalb des 
Eireises fallen. Da er nun weder ausserhalb, noch innerhalb liegen 
kann , so muss er im Umfange liegen , d. h. AB muss eine Sehne 
sein, w. z. b. w. 

de Niem, Beweine and Auflöeungeu. II. 1 
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426. Jede Gerade, welche den Halbirungspunkt einer Sehne 
mit dem Halbirungspunkte eines der beiden zu ihr gehörigen 
Bogen verbindet , geht bei hinreichender Verlängerung durch 
den Mittelpunkt des Kreises und durch den Halbirungspunkt 
des anderen zugehörigen Bogens. 

Beweis. Es sei (Eig. 347.) AE = BE = ^ chord. AB; arc. 
AU = arc. BU = ^ arc. ADB, so soll DE ein Durchmessers ein und 
arc. ACB halbiren. Mau ziehe AD uiid BD, so ist 
AD = BD (245, Z. 5) 
folglich : AAED ^ A BDE (50) 

daher .AAED = .ABED = R (20) 

mithin ist: DEC ein Durchmesser (248, Z.,1). Hieraus folgt nun 
aber: - arc. CAD = arc. CBD (228) , 

arc. AD = arc. BD(V.) 

folglich arc. AC = arc. BC, w. z. b. w. 

427. Jede Gerade, welche die Halbirungspunkte zweier zu der- 
selben Sehne gehörigen Bogen verbindet , ist ein Durchmesser 
und halbirt die gemeinschaftliche Sehne unter rechten Win- 
keln. 

Beweis. Es sei (Fig. 347.) arc. AC =arc.BC; arc. AD = 
arc. BD. Man ziehe AD, BD, CD, so ist .ABDC = .AADC (245), 
oder zlBDE=,zlADE 

chord. AD = chord. BD (245, Z. 5) 

folglich: A BDE ^ AAED 745), 

mithin : AE = B E = ^ AB 

und: ^AED = ^BED =R (20) 

folglich: CD ein Durchmesser’ (248, Z. 1), w. z. b. w. 

428. Besclireibt man in einen Kreis ein gleichseitiges Dreieck, 
halbirt die zu zwei Seiten gehörigen Bogen und verbindet 
diese Halbirungspunkte, so wird diese 'Gerade durch die bed- 
den genannten Dreieckss^ten in drei gleiche Theile getheilt. 

Beweis. Es sei AABC (Fig. 348.) gleichseitig; arc. BDs= 
arc. AD=^arc. BDA und arc. AE=arc. CE * ^ arc. AEC; da nun 
chord. AB = chord. AC(V.), so ist auch arc. BDA = arc.' AEC ; folg- 
lich auch arc. BD =: arc. AD arc. AE = arc. CE; zieht man AD 
und AE, so ist: 

.A ADF = A DAF = A GAE = A AEG (245) 
mithin DF = AF und GE = AG. 
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Ferner ist: ^CAE = *^BAC (245, Z. 1) = 30® 

Ebenso: ^AED = 30® 

folglich ^AGF = ^AED + ^CAE (38) = 60«. 

Hieraus folgt, dass AAFG gleichseitig, 

also . FG = AF = AG 

und daher: DF = FG = GE, w. z. b. w. 

429. Fällt man aus den Endpunkten eines Kreisdurchmessers 
auf eine beliebige (verlängerte) Sehne zwei Senkrechte, so sind 
die zwischen den Fnsspunkteu der letztem und den Endpunk- 
ten der Sehne enthaltenen Segmente stets von gleicher Länge 
(DF = EG Fig. 349.). 

Beweis. Man fälle CH _L DE, so ist: 



, AF 11 CH II BG (26, Z.) 

und da: 

AC = BC, als Radien, 

so ist: 

HF = HG (195, Z. 2) 


DU = EH (248), 

folglich : 

DF = EG, w. z. b. w. 


Anmerkung 1. Wenn die Sehne den Durchmesser schneidet, so fallen beide 
in Rede stehenden Segmente innerhalb des Kreises. Sind BG und AF (Fig. 
3h0.) die aus den Endpunkten des Durchmessers AB auf die ihn schneidende 
Sehne DE gefällten Senkrechten, und man zieht AG und verlängert die Senk- 
rechte CH bis K, so ist in Dreieck AGB : 

AC = BC 
CK II GB 

folglich AK = Gir (195, Z. 2). 

Ferner ist in Dreieck AGF HK H AF 
folglich: GH -- HF (195, Z. 2) 

EH = DH (248) 

daher DF = GF.. 

Anmerkung 2. Gebt die Sehne durch einen der Scheitel des Durchmessers, 
wie BL (Fig. 350.) und n au zieht AL, so ist Winkel ALB = R (246), a'su 
AL.LBL; der Fusspunkt der Senkrechten fallt demnach mit dem Endpunkte 
der Sehne zusammen, das Segment der Sehne wird mithin gleich Null; die 
andere Senkrechte ist gleich Null, also auch das andere Segment der Sehne 
gleich Nnll ; der Satz gilt daher für den vorliegenden Fall auch noch insofern, 
als die in Bede stehenden Sebnensegmente gleich Nnll sind. 

Anmerkung 3. Der Satz kann als eine Erweiterung des 248. des fünften Bu- 
ches angesehen werden. 

430. Wenn von zwei Kreisbogen der eine das Zweifache des 
andern ist , So ist das Rechteck aus der Sehne des grossem 
' und dem Kreisbalbmesser gleich dem Rechteck aus den Sehnen 

1 * 
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des kleinern Bogens und seines Supplementes , d. h. des Bo- 
gens, der ihn zum halben Umkreise ergänzt (AD^BC = AB,A£ 
Fig. 351.) 

Beweis. Es sei (Fig. 361.) arc. AB = ^ arc. ABD. Man 
ziehe den Durchmesser B£, 'so ist; 

. arc. BAE = arc. BDE 

• arc. AB = arc. BD 

mithin arc. AE = arc. DE, 

folglich AF = DF (A. 427) und BE _L AD. Man 

ziehe AE und AC, so ist: 

AD^C = 2AF,BC (72, Z. 3) 

= 4 AABC (84, Z. 1). 

Ferner ist AB_L AE (246) und BC = CE als Hadien, folglich : 
AB, AE = 2 A ABE (84, Z. 1) 

= 4 AABC (84, Z.3), 

mithin AD,BC = AB,AE, w. z. b. w. 

430^. Ist ein Kreis gegeben und man beschreibt zwei mit ihm 
concentrische von solcher Grösse, dass die Summe der Qua- 
drate ihrer Eadien doppelt so gross als das Quadrat vom Halb- 
messer des gegebenen Kreises, so sind die Tangenten, die man 
an den inneni Kreis zieht und bis zum Dimchschnitt mit dem 
Umkreise des mittlem verlängert, von gleicher Grösse mit den 
an den mittleren Kreis gezogenen und bis zur Peripherie des 
äusseren verlängerten Tangenten. 

Beweis. Es sei (Fig. 352.) CF,, + CH, = 2CG, , so soll 
tang. AB = tang. DE sein. Man ziehe AC und DC, so ist : 

CF, CH, = 2CG, (V.) 
oder : CF, ^ CG, = CG, — CH, 

oder : AC, — CG, = CD, — CH, 

mithin : AG, = DH, (87, Z. 2) 

und daher : AG = DH. 

Zieht man nunBC und CE, so ist AACG = ABGC und ADHC 
^ A EHC (49), folglich; AG = BG 

DH =1= EH 

mithin ist auch BG = EH 

und daher : AB — DE, w. z. b. w. 

431. Berühren sich zwei Kreise von innen, und errichtet man 
auf ihrer Axe, d. h. der ihre Mittelpunkte verbindenden Ge- 
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raden zwei oder mehrere Senkrechte so, da.ss jede beide Um- 
kreise schneidet , so verhalten sich die Entfernungen dieser 
Durchschnittspnnkte vom Berührungspunkt bei der einen Senk- 
rechten eben so wie bei der anderen (Fig. 353.). 

Beweis. Man verlängere die Axe der beiden Elreise bis 
zu ihrem Berührungspunkte A (262) und errichte zwei beliebige 
Senkrechte BC und DE auf der Axe , ziehe AB , AD , AF , AG, 
so verhält sich: AB, : AD, = AC : AE | 

AF, : AG, = AC : AE j ^ ® ^ 


folglich : AB, : AD, = AF, : AG, 

oder: AB, : AF, = AD, : AG, 

und daher: AB: AF = AD : AG (155, Z. 1), w. z. b. w. 

432. Das Quadrat der Seite des in einen Kreis beschriebenen 
gleichseitigen Dreiecks ist das Dreifache vom Quadrate des 
Kreishalbmessers. 

Beweis. Es sei (Fig. 354.) AABC gleichseitig; man fälle 
aus dem Mittelpunkte D des umschriehenen Kreises DE _L BC und 
ziehe BD, so ist: BE, = BD,- — -DE, (87, Z. 2) 

DE = |BD (286) 

also DE, = 4BD, (74, Z. 1), 


mithin: BE, = -fBE, 

BE = pC (248) 

daher: BE, = |bC, (74, Z. 1), 

folglich BC, = 3BD,, w. z. b. w. 

433. Verbindet man einen beliebigen Punkt im Umfange des 
um ein gleichseitiges Dreieck beschriebenen Kreises mit den 
Ecken des Dreiecks, so ist eine dieser drei Geraden so gross, 
^Is die beiden andern zusammen ; (BD = AD -J- CD Fig. 355.) 
Beweis. Man mache DE = AD und ziehe AE, so ist: 

A ADB = ^ ACB (245) = 60« (V.) 
folgUch: .ADAE + AED = 120« (38) 

und da AD = DE (Constr.) 

so ist .ADAE = .AAED = 60« 
daher AADE gleichseitig (52, Z.) 

Hieraus folgt AE = AD. 

•Ferner ist AB = AC (V.) 

und da: .ABAC = .AEAD = 60«, 

so ist auch : .A BAE = CAD, 
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folglich A BAE A CAD (45) 
daher: IIE = CD 

DE = AD (Constr.) 

folglich BD = AD + CD, w. z. b. w. 

434 . Ist ein gleichscbeiikeliges Dreieck (ABC Fig. 355.) in 
einen Kreis beschrieben, und verbindet man einen beliebigen 
Punkt (D) des zu einem der Schenkel gehörigen Bogens mit 
den Ecken des Dreiecks, so ist dasselbe gleichseitig, wenn eine 
dieser Verbindenden so gross, als die beiden andern zusammen 
genommen ist (BD = AD -j- CD). 

Beweis. Man mache DE = AD, alsdann ist: 

BE = CD 


AB = AC (V.) 

ZLABE = AlACD (244, Z. 1) 

folglich : A ABC ^ A ACD (45) 

daher: AE = AD = DE, 

also AAED gleichseitig, 

folgUch: ./ADE = GO" = .^ACB (244, Z. 1), 

mithin AABC gleichseitig, w. z. b. w. 

Anmerkung. Dieser Satz ist eine Umkehrung des vurbergeliendcn. 

435 . Zieht man von einem der Durchscimittspuukte zweier sich 
schneidenden Kreise aus in jedem derselben eilten Durchmes- 
ser, so liegen die nicht gemeinschaftlichen Endpunkte derselben 
in gerader Linie mit dem andern Durchschnittspunkte. 
Beweis. Zieht man (Fig. 356.) von einem der Dnrch- 
schnittspunkte, A, der Kreise C und D, aus in jedem einen Durch- 
messer, AE und AF, und verbindet die Endpunkte E und F der- 
selben mit dem zweiten Durchschnittspunkte B der Kreise durch 
die Geraden EB und BP, so ist zu erweisen, dass diese beiden Li- 
nien eine einzige Gerade ansmacheu. Man ziehe AB, so ist: 


/ ABF = R 
^ABE = R 


(246) 


folgUch : / ABF + ^ ABE == 2R, 

mithin: EBF eine gerade Linie (21), w. z. b. w. 

Anmerkung. Dieser Salz kann als eine Verallgemeinerung des 2G2. im fünf- 
ten Buche insufern angesehen »enlen , als die gemeinschaftliche Sehne AB, 
wenn die beiden Kreise C nini D sich nur hernhren , gleich Mull wird, die 
funkte A und B aber mit dem auf der Aie liegenden Berührungspunkte und 
daher die Durchmesser AE und AF mit der Ueraden EF zusammeuhimn., 
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436. Der geometrische Ort für die Halbirungspunkte aller ei- 
nen gemeinschaftlichen Darchschnittspunkt habenden Sehnen 
ist die Peripherie des Kreises, welchen man über der zwischen 
dem genannten Durchschuittspuukte und dem Mittelpunkte 
des Urkreises enthaltenen Linie als Durchmesser beschreibt. 
(Fig. 357.) 

Ileweis. Es mögen sich die Sehnen AB und CD des Kjei- 
ses F im Punkte E schneiden; zieht man EF, beschreibt über EF 
als Durchmesser den Kreis G und verbindet dessen Durchschnitte 
mit den Sehnen mit dem Mittelpunkte des Urkreises ^urch die Ge- 
raden HF und JF, so ist ^FHE = R = ZlFJE (246), also HF 
X AB und FJ X CD, daher ist II der Ilalbirungspunkt der Sehne 
AB und J der Halbimngspunkt von CD (248); die genannten 
Punkte liegen aber auf der Peripherie des Kreises G ; derselbe Be- 
weis gilt für jede andere durch den Punkt K gehende Sehne des 
Kreises F; es ist also die Peripherie des Kreises G der geometri- 
sche Ort für die Halbirungspunkte aller in E sich schneidenden 
Sehnen des Kreises F, w. z. b. w. 

437. Schneidet man auf der Sehne (AB Fig. 358.) eines belie- 
bigen Bogens von ihren Endpunkten aus zwei beliebige, aber 
gleiche Stücke (AD, BE) ab , und errichtet in diesen Durch- 
schnittspunkten Senkrechte, die man bis zum llurchschnitte 
mit dem Umkreise verlängert, so sind diese (DM, EN) von 
gleicher Länge. 

Beweis. Man ziehe mit AB einen parallelen Durchmesser, 
verlängere DM und EN, bis sie denselben in L und O schnmden, 
*und fülle aus dran Mittelpunkte C die Senkrechte CK auf AB, so 


ist: 

AK = BK (248) 
AD = BE (V.) 

folglich 

DK = EK 
EK = COI 

mithin 

CL = CO 

folglich 

ML = NO (250, Z. 2) 
DL = EO (56), 

mithin 

DM = EN, w. z. b. w. 

438. 

Sind die von zwei Punkten (M, N Fi 


Peripherie auf eine Sehne gefällten Senkrechten (DM, EN) von 
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gleicher Länge, so sind die von ihnen auf der Sehne von de- 
ren Endpunkten ans abgeschnittenen Stucke (AD, BE) eben- 
falls von gleicher Länge. 

Beweis. Man ziehe mit der Sehne AB einen parallelen 
Durchmesser, verlängere DM und EN, bis sie denselben in L und 
O schneiden, fillle CK JL AB und ziehe die Radien CM und CN, 
seist: DM = EN (V.) 

DL = EO (56) 

also: , LM = NO 

CM = CN 

^CLM = zlCON = R 

mithin ACLM = ACNO (49), 

daher CL = CO. 

Es ist aber: CL = DK i 

CO = EK 

folglich DK=EK 

AK = BK (248), 

mithin AD = BE, w. z. b. w. 

Anmerkung. Dieser Satz ist ilie Umkehrung des vorhergehenden. 


439. Schneideti sich zwei beliebige Sehnen eines Kreises recht- 
winkelig, so ist von den vier Bogen, in die sie den Umkreis 
iheilen, die Suinine zweier gegenüberliegender gleich der Summe 
der beideti andern. 

Beweis. Es mögen sich AB und CD (Fig. 359.) unter rech- 
ten Winkeln schneiden; man ziehe den Durchmesser EF || AB, den* 
Durchme.sser GH || CD, so schneiden sich diese beiden Durchmesser 
ebenfalls unter rechten Winkeln (A. 19, Z.), folglich ist, wenn man 
den Umkreis mit U bezeichnet: 


arc. GE = .^U 
arc. GH + arc. BC -I- arc. BF = ^U 
mithin : arc. GE-t-arc. CH-f-arc. BF -f- arc. BC = ^U 


(245, Z. 3) 


arc. CH = arc. GD 
arc. BF = arc. AE 


(245, Z.4) 


folglich arc. GE-parc.GD-f-arc. AE arc. BC = ^U 

oder : arc. AD -F arc. BC = ^U, 

mithin ist auch : arc. AC -t- arc. BD = ^U = arc. AD -+• arc. 

BC, w. z. b. w. 
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440. Der Winkel, welchen zwei von einem Punkte ausserhalb 
nach einem Kreise gezogene Schneidende mit einander bilden, 
ist gleich einem Peripheriewinkel, dessen zugehöriger Bogen 
gleich dem Unterschiede der beiden zwischen den genannten 
Geraden enthaltenen Bogen ist. 

Beweis. Es seien AB und BC ("Fig. 360.) die Schneiden- 
den ; man ziehe durch D : DE |j AB, so ist : 

arc. DF = arc. AE (245, Z. 4) 

= arc. AC — arc. CE, 
oder : arc. CE = arc. AC — arc. DF 

und: ^EDC = .^^ABC (24), w. z. b. w. • 

Zusatz 1. Der Satz behält seine Eichtigkeit auch dann, 
wenn eine der in Rede stehenden Geraden oder beide aus Schnei- 
denden sich in Berührende verwandeln. 

Beweis. Ist AB (Fig. 361.) eine Schneidende, BC eine 
Tangente, und zieht man den Radius CD nach dem Berührungs- 
punkte und durch F: FE || BC, so ist CD _L BC (24.3), folglich 
auch FE _L CD, mithin arc. CF = arc. CE 
daher ist: arc. AE = arc. AC — arc. CE 

= arc. AC — arc. CF 

und ^AFE = ^ABC (24.) 

W'enn ferner BH und BC zwei Tangenten sind, und man 
zieht die Halbmesser DH und DC nach den Berührungspunkten 
und von einem beliebigen Punkte F des Bogens CH mit jeder 
Tangente eine parallele Sehne, also FJ || BH und FE || BC, so ist 
, aus ähnlichen Gründen, wie vorher: 
arc. HJ = arc. FH 
arc. CE = arc. FC, folglich : 

arc. HJ -I- arc. CE = arc. CH 

und mithin : arc. EJ = mc. HJEC — arc. HJ — arc. CE 

= arc. HJEC ' — arc. CH 
und : ^ JFE = ^EBC (A. 4). 

Zusatz 2. Wenn die Geraden nicht ausserhalb, sondern 
innerhalb des Kreises sich schneiden, so ist der von ihnen gebildete 
Winkel gleich «inem Peripheriewinkel, dessen zugehöriger Bogen 
gleich der Summe der beiden Bogen ist, welche zwischen jenen 
Geraden und den zwischen ihren über ihren Durchschnittspunkt bis 
zum Umkreise hinansgehenden Verlängerungen enthalten sind. 
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Beweis. Verlängert mau (Fig. 362.) die in B sich schnei- 
deuden Geraden AB und BC über B bis zum Umkreise und zieht 
DF II AE, so ist arc. AF = arc. DE (245, Z. 4), 
also arc. FC = arc. AC + arc. AF 

= arc. AC + arc. DE 

und = ^ABC (24), w. z. b. w. 

Zusatz 3. Die beiden letzten Sätze (439 und 440) lassen 
sich in einen einzigen allgemeineren Satz zusammenfassen, nämlich: 
,, Zieht man von einem Punkte in der Ebene eines Kreises zwei 
beliebige Schneidende nach demselben utkI verlängert sie, bis sie 
dem Umkreise zum zweiten Male begegnen, so ist von den vier 
Bogen , in welche letzterer getheilt wird , die algebraische Summe 
zweier gegenüberliegender kleiner , eben so gross oder grösser als 
die Summe der beiden andern ^ jenachdem der Winkel , unter wel- 
chem die Schneidenden gezogen worden, kleiner, eben so gross oder 
grösser als ein Rechter ist.“ 

4-H. Hat man mehrere gleiche Kreisbogen und auch einen von 
ihnen an Grösse verschiedenen, und verbindet die Endpunkte 
eines jeden der ersteren mit den- Endpunkten des letzteren so, 
dass alle diese Paare zusammengehöriger Linien zugleich inner- 
halb oder ausserhalb des Kreises sich schneiden, so sind die 
Winkel, unter denen dieser Durchschnitt erfolgt, von gleicher G rosse. 
Beweis. Es sei (Fig. 363.) arc. AB =arc. CD <; arc. EF, so 
soll sein 1) Z.EGF = Z.FMF, 

2) ./EJF =./EKF. 

Es ist -^FGF gleich einem Peripheriewinkel, dessen zugehöriger 
Bogen = arc. EF — arc. AB (A. 440) , 

■^EHF gleich einem Peripheriewinkel , dessen zugehöriger 
Bogen = arc. EF — arc. CD (A. 440). 

Da nun arc. AB = arc. CD (Vorauss.) , 

so ist auch arc. EF ■ — arc. AB = arc. EF — arc. CD, 

mithin sind die zu diesen Bögen gehörigen Peripheriewinkel gleich (245), 

und daher J ). EGF = Z.EKF. 

Ferner ist ^ EJF gleich einem Pheripheriewinkel, dessen zugehöriger 
Bogen = arc. EF -1- arc. AB (A. 440, Z. 2), 

^ EKF gleich einem Perripheriewinkel, dessen zugehöriger 
Bogen = arc. EF + arc. CD (A. 440, Z. 2). 
Hieraus folgt nun aus ähnlichen Gründen wie vorher 

2) ^EJF = ^EKF, w. z. b. w,. : . 
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442> Der Dorchiichnittspiuikt jeder Winkelhalbirenden eine» 
Dreiecks mit der im Ualbiruugspunkte der Gegenseite des hal- 
birten Winkels errichteten Senkrechten liegt im Umfange des 
um das Dreieck beschriebenen Kreises. 


Beweis. Es sei Kreis D um A ABC beschrieben (Fig. 364). 
Man fälle aus dem Mittelpmikte DE _L BC und verlängere sie bis 
zum Umkreise, ziehe Ai’, so ist 


BE = CE 
arc. BF = arc. CF 


(248), 



folglich ABAF =^CAF (245). 

Die Winkelhalbirende AF und die im Halbirungspunkte E der 
Gegenseite BC des halbirten Winkels errichtete Senkrechte EF 
schneiden sich also auf der Peripherie des um das Dreieck ABC 
beschriebenen Kreises, w. z. b. w. 

443. Nimmt man zwei Punkte, den einen (B, Fig. 365.) auf 
einem Kreishalbmesser (CA) selbst, den andern (D) auf dessen 
Verlängerung so, dass der Radius selbst die mittlere Propor- 
tionale zwischen den beiden durch die genannten Punkte be- 
stimmten Linien ( CB, CD ) , ennchtet in dem ereteren Punkte 
(B) eine Senkrechte, die man bis zum Durchschnitt mit dem 
Umkreis verlängert, und verbindet endlich diesen Durchschnitts- 
punkt (F) mit dem zweiten Jener Punkte, so ist diese Gerade 
eine Tangente. 

Beweis. Man ziehe den Halbmesser CF, so ist 
CB : CA = CA : CD (Vorauss.) 

CA = CF als Radien, 


also CB : CF = CF : CD 

ABCF = ^DCF, 

folgUch ABCF ~ ADCF (198), 

mithin Zl CBF = R = A CFD 

und daher DF eine Tangente (243) , w. z. b. w. 

444. Der vorstehende Satz lässt üch zweimal umkehren. 

Erste Umkehrung. Nimmt man zwei Punkte, den einen 
(B, Fig. 365.) auf einem Kreishalbmesser (CA) selbst, den 
andern (D ) auf dessen Verlängerung so, dass der Radius selbst 
die mittlere Proportionale zwischen den beiden durch die ge*- 
nannten Punkte bestimmten Linien (€B, CD) ist, zieht von 
- dem zweiten Punkte (D) eine Tangente (DF) an den Kreis 
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und verbindet den Beriilimngspnnkt (F) mit dem ersten (B) 
jener Punkte, so steht diese Verbindende (BF) senkrecht auf 
dem Radius. 


Beweis. 

Man ziehe CE, so ist 


CB : CA = CA : CD (Vorauss.) 

oder * 

CB : CF = CF : CD 


^BCF = zilDCF, 

folglich 

AFBC ~ AFDC (198), 

mithin 

^FBC = .ACFD 


= R (243), 

daher 

BF _L CD (20), w. z. b. 


Zweite Umkehrung. Verbindet man einen Punkt (D, 
Fig. 365.) ausserhalb eines Kreises mit dessen Mittelpunkte (C) 
durch eine Gerade (L)(J) , zieht darauf von eben jenem Punkte 
aus eine Tangente (DF) an den Kreis, fällt endlich von dem 
Berührungspunkte (F) die Senkrechte (FB) auf die Verbindende , 
CD, so ist der Radius die mittlere Proportionale zwischen der 
ganzen Verbindenden (CD) und dem Stück (BC) von ilir, 
welches zwischen dem Fnsspunkte des Perpendikels und dem 
Mittelpunkte des Kreises enthalten ist. 

Beweis. Man ziehe den Radius CF, so ist 
. ZIFBC =R (Constr.) 

= .^CFD(243), 

folglich CB ; CF = CF : CD (209, Z. 2), w. z. ,b. w. 

445. Beschreibt man zwei gleiche Kreise so, dass jeder durch 
den Mittelpunkt des andern geht, und zieht in einem derselben 
eine beliebige Menge von Sehnen parallel mit der Axe (A. 431) 
beider Kreise, so wird jede derselben durch die Peripherie des 
andern Kreises in zwei 'Segmente getheilt, von denen das eine 
gleich dem Kreishalbmesser ist. 

Beweis. Es sei (Fig. 366.) in den gleichen Kreisen A und 
B die Axe AB |j CE, einer Sehne ; ziehe die Radien BC, AB, BF, 
so ist AB II CE (Vorauss.) 

AE = BC, 

daher ABCE ein Antiparallelogramm (A. 37), 

folglich ^AEC = ^BCE (A. 38) 

•= ^BFC (51), 

mithin AE || BF (24), 
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also ABFE ein Parallelogramm (öö), 

mithin EF = AB (56) , w. z. b. w. 

Aehnlich ist der Beweis , dass CD = AB , so wie für alle 
anderen, der Axe parallelen Seimen. 

446. W eun man in ein rechtwinkeliges Dreieck einen Halbkreis 
BO beschreibt, dass er die Hypotenuse und eine Kathete be- 
rührt , sein Durchmesser aber in die Richtung der andern Ka- 
thete (AC, Fig. 367.) fallt, w'enn man ferner die erste Kathete 
über die Hypoteniwe hinaus um ihre eigene Länge verlängert, 
so liegt der Endpunkt dieser Verlängerung, der Berührungs- 
punkt auf der Hypotenuse und der eine Endpunkt des Durch- 
messers in gerader Linie. 

Beweis. Es berühre Kreis G in A die eine Kathete AB 
des in A rechtwiukeligen Dreiecks ABC und in E dessen Hypo- 
tenuse ; es sei ferner AB = BD und AF der auf der andern Ka- 
thete AC liegende Durchmesser des Kreises G, so sollen die Punkte 
D, E, F in gerader Linie liegen. Man ziehe DE, EF, AE, GE, 


so ist 

AB = BE als Tangenten (259, Z. 2) 


AB = BD (Constr.), 

mithin 

BE = ^AD, 

folglich 

.z£AED = K (A. 61, Z. 2) 


, AEF ==R (246), 


also Z.JlM)+^AE.¥ = 2R, 


folglich DEF eine einzige gerade Linie (21), w. z. b. w. 

447. Wenn man auf der Hypotenuse eines rechtwinkeligen 
Dreiecks von einem ihrer Endpunkte aus ein Stück abschneidet 
gleich der an eben diesem Endpunkte anliegenden Kathete, 
darauf diese letztere über die Hypotenuse hinaus um ihre eigene 
Länge verlängert, den Endpunkt der Verlängerung mit dem 
Endpunkte des auf der Hypotenuse abgeschnittenen Stückes 
durch eine gerade Linie verbindet, difese Verbindende bis zum 
Durchschnitt mit der anderen Kathete verlängert und endlich 
über demjenigen der beiden so erhaltenen Segmente dieser 
letzteren Kathete, welches zwischen der Spitze des rechten 
Winkels und dem Durchschnittspunkte enthalten ist, als Durch- 
messer einen Kreis beschreibt, so berührt derselbe sowohl die 
erste Kathete, als auch die Hypotenuse. 

Beweis. Es sei (Fig. 367.) BE = AB = BD = ^AD und 
.<ilBAC = R, so ist BA eine Tangente (243). Man verbinde den 
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Mittelpunkt G mit dem Durclischnittspunkte E durch die "Gerade 
GE , ziehe AE , so ist 

z: AED == K (A. 61, Z. 2), 

folglich ^AEF = R (20) ■ ’ : 

AG = GF als Radien, 

jnithin GE = AG (A. 61 ) = dem Radius des Kreises 

G ; es muss also dieser Kreis durch den Punkt E gehen. 

Ferner ist ZlGEA = I /t , , 

ZlBEA = zlBAE ( ^ 

also auch GE A + BE A = GAE -f- BAE 

Q,jer ZLBEG = ^BAC == R (Vorauss.), 

folglich ist BE eine Tangente (212); es berührt also Kreis G die 
Kathete AB in A und die Ifypotenuse BC in E, w. z. b. w. 

Anmerkiing. l'iestr ShIz ist «lie Uiiikiliruiii; dos \oiljrrgeliendon. 


448. Zieht man von einem beliebigen Punkte ausserhalb eines 
Kreises zwei Tangenten an denselben und fallt auf die eine 
ein Perpendikel aus dem Beriihningspunkte der andern, so ist 
das Stück desselben, zwischen dem Berührungspunkte und der 
Geraden, welche den genannten Punkt ausserhalb mit dem 
Mittelpunkte verbindet, gleich dem Kreishalbmcsser. 


Beweis. Es seien (Fig. 368.) AB und AC Tangenten des 
Kreises E • BD _L AC, so soll BF = BE sein ; man ziehe CE, so ist 
ab = AC (250, Z. 4) 

BE = CE als Radien 
AE = AE, 

AABE^ AACE (50), 

1) Z.AEB = ./AEC. 

AACE = R (243) 

AAUB := R (Constr.), 

also ^ AEC + A EAC = R 

= AEAC + AEAB + AABD 
AAEC = AEAB + AABD 
= ABFE (38) 

AAEC = AAEB (nach 1) oder AFEB, 

ABFE = AFEB 

BF = BE (52), w. z. b. w. 

Der Murcbschiiitlspiiiikl der .Senkrechlcn mit der Oeradeii, welche 


mithin 
daher 
Ferner ist 


folglich auch 


(38), 


mithin 
und daher 
Anmerkung. 


II Ul c 1 KU ■■ Q. , 

von dem Funkle ausserhalb nach dem Miltelpnnkte gezogen wird, liegt auf 
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der Pfiriphetie des Kieittes, wemi jene (lerndc (ileicli dem Kreisdiircbmesser, 
oder, was auf dasselbe hiiiaiislaun , wenn der zwischen den beiden Tangenleu 
rnlliallene Bogen gleich dein drillen Tlieile der Kreisperipherie ist. 

Beweis a. Es sei (Fig. 36‘J.) AE = dem Kreisdurclimesser ; 
man ziehe BF und verlängere diese Gerade, bis sie AC in D 
schneidet , so ist zu zeigen , dass BD _L AC. 

,/ABE=R(243) 

AF = FF (Vorauss.j, 

folglich BF = ^AE (A. 61) 

= BE, 

daher ' BEF = ^BFE (51) 

= ^AFD (22) 

^BEF = ^AEC, weilAABE^AACE(50), 
mithin auch Z- ACE = .A AFD 

Al AEG + ^EAC = K (38), 
folglich zAAFl)+^EAC =R, 

daher A.ADB =R (38), 

also BD _L AC , w. z. b. w. 

B e w e i s b. Ist der Bogen BC gleich dem dritten Theile der 
ganzen Peripherie, so ist 

^BEC = 120« (245 und 22, Z.) , 
also zlBEF = 60«; 

hieraus folgt, dass ABFE gleichseitig, • 

daher BF = BE; 

dass ferner BD _L AC , wird wie vorhin erwiesen. 

449. Sind zwei Kreise concentrisch , und ist der Halbmesser 
des einen doppelt so gross als der des andern, so ist der Winkel, 
welchen Tangenten bilden, welche man von einem beliebigen 
Punkte des äussern Kreises an den innern zieht, gleich dem 
Winkel im gleichseitigen Dreieck. 

Beweis. Es 'sei (Fig. 370.) BC = {AC; man ziehe die Ra- 
dien CD und CE nach den Berührungspunkten der Tangenten AD 
und AE, so ist AlADC = R (243), 

also auch 1) zA ACD-f- ACAD = R (38), 

Da ferner CD = {AC (Vorauss.), 

so ist AlACD = 2.ACAD (A. 60, Z. 1). 

Aus 1 hat man daher A.CAD = 30«, 
eben so A.CAE = 30«, 

folglich A.CAD -p aICAE = A.DAE = 60«, w. z. b. w. 
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450. Sind zwei Kreise concentrisch , und ist der Winkdl, wel- 
chen Tangenten bilden, die inan von einem beliebigen Punkte 
des äussem Kreises an den innem zieht , gleich 60® , so ist 
der Halbmesser des iimern Kreises halb so gross als der des 
Hussern. 

Beweis. Es sei (Fig. 370.) 

.<^DAE = 60® , so ist 

ZJJAC = 30®, weil ADAC^ AEAC(50), also ADAC = JADAE, 
folglich 

AAOD = 60®, . 

= 2 ADAC, weil AADC=R (243), also ADAC-pADCA=R 
mithin [(38), 

CD AC (A. 60), w. z. b. w. . 

A II Dl e rk II II g. Uics'T Sulz ist ilie L'inkcbriiiig ilcs vorhcrguliciiiliMi. 

450*. Her geometrische. Ort für die Durchschnittspunkte aller 
. derjenigen Tangetitenpaare , welche sich an einen gegebenen 
Kreis unter der Bedingung ziehen lassen, dass sie alle einen 
Winkel von vorgeschriebener Grösse bilden , ist der Umfang 
eines mit dem gegebenen concentrischen Kreises. 

Beweis. Es sei (Fig. 370.) ADAE = AGFH, der Winkel 
von vorgeschriebener Grösse, welchen die Tangentenpaare AD und 
AE, FG und FH bilden; man ziehe AC und beschreibe aus C als 
Mittelpunkt mit AC als Halbmesser einen Kreis, so ist zu beweisen, 
dass die Kreislinie durch die Spitze F des Winkels GFH gehe. 
Man ziehe CF und die Radien des innem Kreises nach den vier 
Berühmngspunkten der Tangenten , so ist 

folglich 


mithin 
daher 

Es ist aber AC der Radius des äussem Kreises; folglich muss auch 
CF ein solcher Radius sein, also der Punkt F in der Peripherie 


(50), 


ADAC^ ACAE 
AGFC ^ ACFH 
ADAC = ACAE 
= ^ADAE 
= ^ AGFH (Vo'rauss.) 
= AGFC 

‘(243) 


= ACGF 
CD = CG, 

AADC ^ ACGF (46), 
AC = CF. 
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liegen. Ein gleicher Beweis gilt auch fiir alle übrigen Tangenten- 
paare, welche den Winkel von der vorgeschriebenen Grösse bilden, 
w. z. b. w. 

450b. Wenn man zwei Punkte ausserhalb eines Kreises so nimmt, 
dass die von ihnen aus an den Kreis gezogenen Tangenten- 
paare Winkel bilden, die sich supplementiren, so ist der Kreis- 
halbmesser die mittlere Proportionale zwischen diesen Tangen- 
ten, d. h. den Stücken derselben, welche zwischen dem gemein- 
schaftlichen Durchschnittspunkte und dem Berührungspunkte 
enthalten sind. 

Beweis. Es seien (Pig. 371.) AB und AG, DE und DF 
zwei Tangentenpaare des Kreises G und die von ihnen gebildeten 
Winkel: ^BAC -f- zlEDF = 2E; man ziehe AG, GD und liadien 
nach den vier Berührungspunkten der Tangenten , so ist 


daher 

AABG^AACG ( 
ADEG^ ADFG ( ^ 

A GAG = A GAB = BAG 

itnd 

A GDF = A GDE = ^ A EDF, 

also 

A GAG + A GDF = ^(ABAG-pA EDF) 

mitliin 

= K (Vorauss.) 

= A GDF + A DGF (24 3 
AGAG = ADGF 

folglich auch 

AAGG = AGFD=K, 
AAGG = AGDF (38), 

mithin 

AAGG ~ AGFD (196), 

daher 

AG : GG = GF : DF 

also 

GG = GF als Radien, 

AG : GG = GG : DF, w. z. b. w. 


Anmerkung. Wenn die Tangenten sieh unter rechten Winkeln schneiden, so 
wird jede derselhen gleich dem Kadiiis; denn ans den beiden Vierecken ACIIII 
und DKGF werden einander gleiche Quadrate (59), da 
GC = BG »= GF 
= AC (56) = DE 
= AB = DF 

nnd alle Winkel Bechte sind. 

450«. Wenn man von zwei Punkten ausserhalb eines Kreises 
zwei Tangentenpaare an denselben zieht, und der Kreishalb- 
messer die mittlere Proportionale zwdschen diesen Tangenten 
ist, so bilden dieselben zwei Winkel, welche sich supplementiren. 

de Niem, Beweise und Auflösungen. II. 2 
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Beweis. (Fig. 371.) AC:GC! = GF!DF (Vorauss.) 

^ACG = .ilGFl) = R (243), 
folglich A ACG ~ A GFD ( 1 98) , 

mithin .A GAG = ADGF 

AGDF = AAGC, 

also aucli .AGAC + ^GDF = A DGF + A AGG, aber 

AGAG-|-AGDF-|-AI)GF-(-AAGG = 2R (243 und 38), 
folglich A GAG + AG DF = R 

A GAG + AGDF = J ( A BAG + A. EDF) , 
weil AGAG^ABAG, AGDF^AGED (50), 

mithin ABAG + AEDF= 2R, w. z. b. w. 

All in erkling Dieser Sulz isl ilie Diiikrliriiiig des vnrliergelieiideii. 

451 . Wenn man von einem der Endpunkte (A, Fig. 372.) der 
gemeinschaftlichen Helme zwei gleicher sich schneidender Kreise 
einen beliebigen dritten beschreibt, welcher die beiden erstem 
schneidet, so liegen von den vier Durclischuittspunkten zwei 
Paare solcher, die zu verschiedenen Kreisen gehören (D und 
E, so wie F und G), mit dem andern Endpunkte der gemein- 
schaftlichen Sehne in gerader Linie. 

Beweis. Man ziehe DE und BE, so wie FG und BG, so 
ist zu beweisen, dass AAED-f- AAEB = 2R = AAGF-h AAGB; 
alsdann müssen DEB und BGF gerade Linien sein (21 ). Man ziehe 
noch AD, zVG, AE, so ist 

AE = AG als Radien des Kreises A, 
mithin, da diese Radien zugleich Sehnen der gleichen Kreise G und H, 
arc. AE *= arc. AG (245, Z. 5), 
folglich AEBA = AABG (245). 

Da ferner AG = AD als Radien des Kreises A und diese Radien 

Sehnen des Kreises G sind, so ist 
arc. AG = arc. AD (245, Z. 5) 

== ^ arc. DAG, 

folglich AABG = } des Peripheriewinkels, weicherauf arc. DAG 
oder, da AABG = AEBA war: [steht (245, Z.l), 

1) 2 A EBA = einem Peripheriewinkel, der auf arc. DAG steht. 
l)a ferner die gleichen Kreise G und II die Sehne AB gemeinschaftlich ha- 
ben, so ist arc. AEB = arc. AGB, also auch 
arc. AEB — arc. AE = arc. AGB — arc. AG 
oder arc. BE = arc. BG, 

mithin AEAB = ABAG oder = einem Peripheriewiiikel des 
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Kreises C, welcher auf arc. BG steht; liieratis und aus 1 hat 
man dalier 

2) 2 EBA + ^ E AB = einem Periphcriewinkel des Kreises C, 

welcher auf arc. DAGB steht. Nun ist aber 
arc. GAGB -4- arc. 1>KB == dem Umkreise 
und .c:! DAB steht auf arc. DKB ; folglich hieraus und 2 

3) 2 ^ EBA + ./ E AB + ZI DAB 

oder 2 ^EBA + 2^ EAB + ./ DAE =»= 2R (244, Z. 3) , 

aber ^EBA+ ^EAB + 21 AEB = 2R O««). 

folglich zIEBAh- ^EAB + ./ DAE = ./ AEB 

AD = AE, 

daher ./ADE = ^AED (51), 

mithin ^EBA+.^EAB +* ^DAE + .^ADE = ^AEB+-/AED. 
Diese sechs Winkel betragen zusaniinengenommcn 4R, da sie die 
Winkel der beiden Dreiecke AEB und ADE sind (38), folglich: 
21 AEB -4- .^AED = 2R; die Punkte D, E und B liegen mithin 
in gerader Linie. Ein ähnlicher Beweis gilt für die Punkte B, G 
und E; w. z. b. w. 

Zusatz. Berührt der dritte Kreis A (Eig. 373.) die beiden 
andern Kreise von innen, so liegen die Bcrülirungspunkte mit dem 
andern Endpunkte B der geuieinschaiUichen Sehne in gerader Linie. 

Beweis. Es müssen die Axen AC und AH, hinreichend 
verlängert, die Berührungspunkte D und F treffen (262); man 
ziehe BD und BE, so ist arc. ABE = dem halben Umkreise, 
folglich Z.ABV = R » 

ebenso 2.ABD = R I 

daher 2l ABE + ^ ABD = 2R, 

folglich DBF eine einzige gerade Linie (21); w. z. b. w. 

All merk II ng 1. Uuäer SbIz lilcihl uIüü auch noch richtig, wemi der dritie 
Kreis die heidei» iiiidcrn \oii iiineii lierührl; es werdrn nämlich alsdann die 
Dnrchschriiltspiinkle U mul F in Fig. 372 die Berührungspmikle W und ¥ in 
Fig. 373» und die DurchsdiiiiUspunkle E und (i in Fig. 372 fallen in Fig. 373 
mit dem andern Endpunkte U der gemeiDscbaftlichea 8ehnc zusainiiien. 
Anmerkung 2. Aus dem Beweise des Zusatzes, verbunden mit Salz 4B» Z., 
hdgt unmiltelUir» dass die Gerade DF, welche die Berühruugspuukte verbindet, 
durch die genicinschartliche Sehne AB unter rechten Winkeln halbirt wird. 

452. Die Peripherie des über der gemeinschaftlichen Sehne (AB, 
Eig. 374.) zwei gleicher sich schneidender Kreise als Durchmesser 
beschriebenen Kreises ist der geometrische Ort für die llalbiriuig.s- 
punkte aller Geraden (wie DAE), welche durch oineu der Eud- 
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punkte der gemcinschaOIichen Sehne gezogen und durch die 
beiderseitigen Umkreise begrenzt werden. 

Beweis. Man ziehe BH, BD, BE, so ist: 

arc. ALB = arc. AKB als zu derselben Sehne gleicher 
Kreise gehörig ; folglich auch : 

^ADB = ^AEB (245) 
oder ^EDB = zlDEB 

mithin : BD — (52) 

und da: AIIB oder ^DHB = E (246) 

= ^BHE(20) 

so ist : BH _L DE 

folglich: DU = HE (51, Z. 4), w. z. h. w. 

453. Wenn man von dem Halhirungspunkte (C Fig. 375.) der 
Axe (AB) zweier sich von aussen berührender Kreise mit ei- 
nem beliebigen Radius einen dritten Kreis beschreibt, und in 
demselben eine beliebige Sehne (GM) zieht, welche durch den 
Berührungspunkt (K) geht, so sind die Stücke derselben (GH, 
ML), welche zwischen den Endpunkten und den Peripherieen 
der beiden erstem Kreise enthalten sind, von gleicher Länge. 

Beweis. Man fUlle CE _L GM, ziehe AH und BL, so ist: 
.^AHK = ^hhK = R (246), also AH und BL _L GM, folglich : 
AH II CE II BL (26, Z.) 

mithin : HAK = ^ ECK = ^ LBK (25) 

daher AAHK ~ A ECK ~ ALBK (196) 

und es verhält sich: 

AC :HE = AK:HK (195) 

1) = BK : LK. 

Ferner : BK : CK = LK : EK, 

also auch : BK-j-CK : BK =- LK -J- EK : LK ( 1 53) 

d. i. BC : BK = LE : LK 

oder: BC ; LE = BK : LK (151) 

= AC:HE (ans 1) 

BC = AC (Constr.) 
folglich: LE = HE (149) 

ME = GE (248), weil CE_L GM (Constr.), 
mithin ME — LE = GE — HE, 

d. i. ML = GH, w. z. b. w. 

454. Zieht man durch einen der Scheitel (A, B Fig. 376.) ei- 
nes Kreisdurchmessers beliebige Sehnen nnd verlängert sie bis 
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zum Durchschnitt mit einer Geraden (JO), welche den verlän- 
gerten Durchmesser unter rechten Winkeln schneidet, so sind 
die Rechtecke, die man aus den einzelnen Sehnen und denje- 
nigen ihrer Segmente bildet, welche zwischen dem Scheitel und 
der genannten Senkrechten enthalten sind, gleichflächig. (AH. 
AJ = AL . AM und BE . BF = BG . BD). 

Beweis. Man ziehe BH und BL, so ist : 

Z.AHB = R (246) 

= AKJ (Constr.) 

^ILÄB = ./KAJ, 

also auch: .^ABH = .^AJK (38, Z. 2), 

folgüch : A AHB ~ A AKJ (196) 

daher: AH : AB = AK : AJ, 

mithin: AH . AJ = AB . AK (203, Z. 3). 

Ganz ähnlich ist der Beweis, dass : 

AL . AM = AB . AK 
folglich : AH . AJ = AL . AM. 

Man ziehe ferner AE und AG, so ist aus gleichen Gründen, wie 

oben: AABE~ABFK 

und AABG ABDK, 

daher: BE : AB = BK: BF 

folglich BE . BF = AB . BK 

ebenso ist : BG . BD = AB . BK, 

daher : BE . BF = BG . BD, w. z. b. w. 

455, Wenn man in einem von zwei sich schneidenden Kreisen 
von den Durchschnittspunkten aus zwei Paare Sehnen (AG, 
BF und AJ, BH Fig. 377.) zieht, die sich auf der Peripherie 
des andern Kreises schneiden (in D und E), so sind die an- 
dern Endpunkte (F, G und H, .1) beider Paare gleich weit 
von einander entfernt. 

Beweis. Es ist: .^ilDAE = ZlDBR (245), da beide Win- 
kel auf demselben Bogen DE stehen. Da aber A.DAE derselbe 
Winkel wie GAJ und DBE wie FBH ist, so ist auch: 
arc. GJ = arc. HF (245), 
hierzu addirt : arc. GH == arc. GH 

gibt : arc. HJ = arc. GF, 

mithin chord. HJ = chord. GF (245, Z. 5), w. z. b. w. 

456. Theilt man die Sehne eines beliebigen Kreisbogens in 
drei gleiche Theile und errichtet in diesen Theilpunkten Senk- 
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rechte, ilic man bis znm Durclisclmltt mit dem Bogen verlän- 
gert, so ist (las mittlere der drei so entstandenen Bogenstücke 
kleiner, als jedes der beiden äusseren. 

Beweis. Es sei iFig. 378.) AC = CD = 1)B = ^AB, EC 
und DF J_ AB, so ist: EC = DF (A. 437 j. 

Man ziehe noch AE und EF, so ist: 

EC I) DF (26, Z.) 

folglich: ECDF ein Parallelogramrit (54), 

mithin: EF = CD (56j 

= AC (V.) 

< AE (41), 

folglich: arc. EF <■ arc. AE (245, Z. 6). Ganz ähnlich ist 

der Beweis, dass auch: 

arc. EF arc. BF, w. z. b. w. 

457. Zieht man dagegen durch die Punkte der Sehne, in de- 
nen sie in drei gleiche Theile getheilt wird, zwei Radien, so 
wird durch sie der Bogen in drei Stücke getheilt, von denen 
das mittlere grösser ist, als jedes der beiden äiis,seren. 

Beweis. Es sei (Fig. 378.) AC .= CD = DB = jAB, OK 
und OH die durch die Theilpunkte C und D gehenden Radien. 
Man ziehe noch den Radius OA, mache OG — OC und ziehe CG, 
so ist: /GCO = /CGO (51) 

daher CGO < R (38, Z. 4) 

mithin .((lAGC > R (20) 

> ./CAG (38, Z.4) 
folglich: CG <AC (47) 

< CD (V.) 

GO = CO = DO (45); 

denn fallt man OL _L AB, so ist AL = BL (‘248) 

AC = DB (V.) 
also CL = DL 
und ACLD^ ADLO (45); 
mithin .ACOD >• ACOG (17, Anmk.) 

oder: /K01I>-AAOK, 

folglich: arc. KH > arc. AK (245, Z. 2). 

Auf ähnliche Weise zeigt man, dass auch ; 

arc. KH >■ arc. Bll ; w. z. b. w. 

458. Wird ein Kreis von einem andern, der durch seinen Mit- 
telpunkt geht, von innen berührt, und mau zieht in dem grös- 


Digitized by Google 



Lclirsätzc. 


23 


seren den beliebigen Diirclimesscr DJt’CE (Fig. nimmt 

CG = CF und errichtet GH, so ist diese von gleicher Länge 
mit AF. 

Beweis. Man ziehe CH, so ist: 

AFC = R (2J6) 

= ^HGG (Constr.) 

CF = CG (Constr.) 

AC = CH als Radien, 

folglich ; A AFC ^ A HGC (49) 

daher: AF = GH; w. z. b. w. 

459. Wenn man über jeder .Seite eines Dreiecks als Durch- 
ine.sser einen Kreis beschreibt, an einen derselben in den Schei- 
teln seines Durchmessers Tangenten zieht und dieselben bis 
zum zweiten Durchschnitt mit den l’crijiheriecn der beiden 
andern Kreise verlängert, so liegen diese Durclischnittspunkte 
stets mit der dritten Dreiecksspitzc in gerader Linie. 

Beweis. Es sei (Fig. 380.) ABC das gegebene Dreieck, 
BD luid CE Tangenten , welche man an den um die Seite BC als 
Durchmesser beschriebenen Kreis in den Scheiteln B und C dieses 
Durchmessers gezogen und bis zum zweiten Durchschnitt, D und 
E, mit den Peripheriecn der um die Seiten AB und AC, als Durch- 
messern, beschriebenen Kreise verlängert hat; mau ziehe DA und 
EA, so ist: .^BDA = R (246) 

mithin: A DAB -F A DBA = R (38, Z. 3) 

= ADBA + A ABC (243) 
folglich : A 1) AB = A ABC. 

Aus gleichen Gründen ist: AEAC'= AACB, 

hierzu addirt; AB.VC — ABAC 

gibt : A DAB -t- A EAC + A BAC = AABC-F^ ACB-fABAC 

= 2R (38;, 

folglich AD und AE eine einzige (Jerade (21; ; es liegen also die 
l’unkte D und E mit der dritten Dreiecksspitze A in gerader Linie ; 
w. z. b. w. 

460. Errichtet man auf einem der Halbme.sser, die nach den 
Endpunkten eines beliebigen Bogens gehen, im Mittelpunkte 
des Kreises eine .Senkrechte, und zwar nach der .Seite hin, auf 
welcher für den genannten Radius der Bogen hegt, macht sie 
gleich der Sehne des Bogens, so ist deren Endpunkt von dem 
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Halbirung(ij)uiikte des Bogens um die Länge des Kreishalbmes- 
sers entfernt. 

Beweis. Es sei (Fig. 381.) CD _L AC und = AB. Man 
fälle von C aus CK _L AB und verlängere CK bis E, so ist : arc. AE 
= arc. BE (248), also E der Halbirungspunkt des Bogens AEB. 
Man ziehe nun DE, so soll DE = BC sein. 

./.AKC = R (Constr.) 
folglich ^BAC-l-zlECA = R (38) 

= ECA -F ^ ECD (Constr.) 
mithin : B AC = ECD 

AB = CD (Constr.) 

AC = CE (als Radienj, 
folglich : A BAC ^ A DCE (45) 

daher: DE = BC; w. z. b. w. 

461. Beschreibt man um den grösseren zweier Kreise, die sich 
von innen berühren, und von denen der eine durch den Mit- 
telpunkt des andern geht, ein Quadrat, so ist (Fig. 382.) FE 
= LM. 

Beweis. Man ziehe im Berührungspunkte A an die Kreise 
eine Tangente AO = dem Radius des grossem Kreises, verlängere 
AO über A und mache AP = AO, so ist ÜP = dem Durchmes- 
ser des grössern Kreises und mithin = der Seite des um denselben 
zu beschreibenden Qimdrates (288, Z. 2). Man vollende dieses 
Quadrat OPQR; ziehe ferner einen beliebigen, den innem Kreis 
schneidenden Durchmesser DE im änssern Kreise und durch den 
Endpunkt E mit einer Quadratseite QR eine Parallele, die man 
nach beiden Seiten verlängert, bis sie die Diagonale OQ in L und 
die Seite OR in M schneidet , so soll FE = LM sein. Man ziehe 
AF und den Durchmesser AB. Da nun OP als Tangente die 
Kreise in A berührt (Constr.), so ist AB _L OP (243) _L QR (25,Z.) 
_L LM, folglich: ACKE = R 

= ZIAFC (246) 

AKCE = AACF (22) 

CE = AC (als Radien) 
mithin : A CKE ^ A CFA (46) 

daher: CK = CF. 

Ferner ist BC = BQ (Constr.) 

also: AQCB = ACQB (51) 

= ^CLK (24) 
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mithin : LK = CK (52) 

= CF 

KM = BR (56), weil BRMK ein Rechteck, 
= CE (Constr.) 

folglich ; LK + KM = CF 4- CE 

oder LM = FE ; w. z. b. w. 

A ri nior k II iig. L'nser Salz, unabhängig von einer Figur ausgedrückt, wurde in 
seiner Thesis -so lauten: „Das Stück eines lieliehigeu Durchmessers des grüs- 
sern Kreises, welches durch die Heripherie des kleinern abgeschnitlen wird, 
und der Malhinesser des grüsserii Kreises zusiiiiiuiengenumiiien sind gleich einer 
durch den Fndpuiikt des Durchmessers mit einer Quailralscite gezogenen und 
einerseits bis zur anliegenden (juadralscite, andererseits Ins zu der die Fiid- 
punkte der genannten Quadratselten verbindenden Diagonale verlängerten Pa- 
rallele.“ 

462, Schneidet man von der Sehne AB (Fig. 883.) eines belie- 
bigen Bogens ein Stück BÜ ab , errichtet ' die Senkrechte DE, 
macht EF = EB und DG == DB, so ist auch stets AF = AG. 
Beweis. Man ziehe GF, so ist: 

AEDG^ AEDB (45) 
daher AEGB = AEBG 

und . EG = EB 

= £1' (Constr.) 
folgUch ; ./ EFG = A EGF (51 ). 

Es ist aber ^AVK + ^ABK = 2R (275), oder: 
,/AFG-(-z:GFE-|-./GBE = 2R, mitbhi auch: 
AAFG-l-AGFE-FZlEGB = 2R 

= A EGB + A EGF -|- A AGF (20), 
folglich: AAFG = AAGF 

und mithin: AF = AG (52); w. z. b. w. 

Zusatz. Der Satz behält auch noch seine Richtigkeit, wenn 
man das Stück BD grösser als die Hälfte von AB nimmt; in die- 
sem Falle ergänze man den Bogen AB zum Kreise (Fig. 884.), 
mache arc. EF = arc. BE und GD = BD , ziehe AF , so ist AG 
= AF. 

Beweis. Man ziehe GE und FE, so ist : 

AEGD^ AEDB (45), 
daher: GE = BE 

= EF (Constr.) 
folglich : A EGF = A EFG (51) 

AEGB = AEBA, weil AEGD ^ AEBD. 


Digilized by Googlc 



26 


Vierter Abschnitt. 


= ./AFE (241, Z. 1) 
also : ^ EGF — zl-EG B = ^ EFG — ^ AFE 

oder: zlAGF = ^AFG 

folglich AF = AG (52j, w. z. b. w. 

•4-63. AVenn inan von einem beliebigen Punkte (D Fig. 385.) 
dos zur Beriilinmgssebne (AB) zweier beliebigen Tangenten 
gehörigen Bogens (AUB) mit den 'l’angenten selbst zwei Pa- 
rallelen (DE, DF) nach der Berührungssehne zieht, so ist jede 
' derselben die mittlere Proportionale zwischen den beiden an- 
dern Segmenten (AE, FB) der Berührungssehne, die zwischen 
ihnen und ihren parallelen Tangenten enthalten sind. 

Beweis. Man ziehe AD und RD, so ist: 

ZlADE = DAM (24) 

= zlABD (247) 

= ./FBI). 

Ausgleichen Grtinden ./ EAD = ./ FDB 
und mithin : AED = / DFB (38, Z. 2) 

daher; AAED ~ ADFB (190) 

also : AE : DE = DF : BF ; 

es war aber AAED = ADFB 

mithin: ADEF = A DFE (20) 

also DE = DF (52). 

und die obige Proportion lautet daher: 

AE : DE = DE : BF, 

oder AE : DF = DF : BF ; w. z. b. w. 

Zusatz. Wenn die Sehne AB ein Durchmesser ist, so sind 
die Tangenten AM und BM einander parallel, und die mit ihnen 
gezogenen Parallelen DE und DF fallen znsainnien und werden so- 
mit zu einer von einem Punkte im Umkreise auf einen Durchmes- 
ser gefällten Senkrechten, w’odurch der Satz zu dem 252. im fünf- 
ten Buche wird ; unser Satz ist also eine V eraUgemeinerung des an- 
geführten. 

464. Schneidet man auf einem Durchmesser von einem seiner 
Scheitel aus drei solche Stücke ab, da.ss das eine die n^ttlere 
Proportionale zwischen • den beiden andern ist, errichtet in die- 
sen Durchschnittspunkten Senkrechte und verbindet die Durch- 
schnitte zwischen ihnen und der Peripherie mit eben jenem 
Scheitel des Durchmessers, so ist auch von diesen drei Geraden 
die eine die mittlere Proportionale zwischen den beiden andern. 
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Beweis. Es sei (Fig. 3S6.) Al) : AE = AE : AP , so soll, 
wenn GL), IIE und KP senkrecht auf AB stehen, auch sein: 
AG : AU = AH : AK. Man ziehe GB, HB, KB, so ist 
^AGB = ^AHB = ^AKB = K (246), 
folglich AB : AG = AG : AD (209, Z. 2) , 

daher AB . AI.) = AG, (203, Z. 3); aus ähnlichen 

Gründen ist auch AB . AE = AH, 

AB . AP = AK,, mithin verhält sich 
AB . Al) : AB . AE : AB . AP = AG, : AH,, : AK„ 

folglich auch AD: AE: AP = AG, :AH, :AK, (143), 

aber AD : AE — AE : AP (Vorauss.), 

mithin AG, : AH,= AH, : AK, 

und daher AG : AH = AH : AK. (155); w. z. b. w. 

4G5, Nimmt man auf einem Kreisdurchmesser (AB, Pig. 387.) 
zwei Punkte, 1), E, so, dass AE die mittlere Proportionale 
zwischen AL) und AB, beschreibt über AD und AE als Durch- 
messern Halbkreise, errichtet die Senkrechte DPG , und ver- . 
bindet endlich" P und G mit A , so ist AP die mittlere L^ro- 
portionale zwischen AD und AG. 

Beweis. Man ziehe EF und BG, so ist 
AD : AE = AE : AB (Vhirauss.) 

AD : AG = AG: AB 0^09, Z. 2) , 

, folglich AE, = AG, 

und AE = AG. 

Nun ist AD ; AP = AP : AP (209, Z. 2), 

daher auch AD : AP = AP : AG, w. z. b. w. 

46(5, Zieht man in einem Kreise (AEBM, l'ig. 388.) eine be- 
liebige Sehne AB, und beschreibt von dem Halbirungspunkte 
(C) eines der beiden zugehörigen Bogen AGB einen zweiten 
Kreis (ANDB), der AB auch zur Sehne hat, so ist von jeder 
Geraden, welche, von einem der Endpunkte der gemeinschaft- 
lichen Sehne aus gezogen, beide Umkreise zum zweiten Male 
schneidet, das Stück (DE) zw'ischcn diesen Dnrchschnittspunkten 
gleich der Entfernung des Durchschnittspunktes (E) eben dieser 
Geraden mit der Peripherie des ersten Kreises von dem andern 
Endpunkte (B) der gemeinschaftlichen Sehne. 

Beweis. Man ziehe AG, Bt!, BE und BD, so ist 
^AGB = 2zlAL)B (244) 

^AGB = .^AEB (244, Z. 1), 
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mithin 2 ADB = ^ AEB 

= ^ADB-i-^EBD (38), 
folglich ^ ADB = EBD 

lind daher DE = BE (52) , w. z. b. w. 

Zusatz 1. Die an den ersten Kreis in A oder B gezogene 
Tangente, verlängert bis zum Durchschnitt mit der Peripherie des 
zweiten Kreises, ist gleich der gemeinschaftlichen Sehne. 

, Beweis. Es sei AN eine Tangente an Kreis AEBM ; man 
ziehe BN, von A aus die beliebige Sehne AF und ziehe BF, so ist 
^ AGB + ^ AFB = 2K (275) , 
aber zl AGB = 2^ANB (244) 

^AFB =^BAN (247), 
folglich 2 ^ ANB + ^ BAN = 2E 

== ^ ANB 4- ./BAN + ./ABN (38), 
mithin /: ANB = zl ABN 

und AN == AB (52) , w. z. b. w. 

Anincrkuiig. Kiii lllick aut die figur zeigt, dass, wenn die Ucrade AlüD zur 
Tangente AK wird, der l’iinkl E mit ilem funkte A znsammcnf.'illt , also 
BE = AB wird. 

Zusatz 2. Die an den zweiten Kreis in einem der Dnrch- 
schnittspunkte mit dem ersten gezogene Tangente geht durch den 
Halbirungspunkt eines der Bogen, in welche der erste Kreis durch 
die gemeinschaftliche Sehne getheilt wird. 

Beweis. Es sei AM eine Tangente an Kreis ANDB; man 
ziehe GM, so ist ZlMAG = K (246), weil AG der Radius. 

Hieraus folgt nach 244, Z. 3, dass arc. MAG = dem halben 
Umkreis von AGBM , und miftin ist GM ein Durchmesser dieses 
Kreises. Da nun GM durch den Mittelpunkt des Kreises ANDB 
geht, so halbirt GM, als Axe beider Kreise, ihre gemeinschaftliche 
Sehne AB unter rechten Winkeln (264) und folglich auch arc. AMB 
in M (248); es geht also die Tangente AM des Kreises ANDB 
durch den Halbirungspunkt M eines der Bogen , AMB , in. welche 
der erste Kreis durch die gemeinschaftliche Sehne getheilt wird; 
w. z. b. w. 

Zusatz 3. Unter allen Dreiecken, die über derselben Grund- 
linie beschrieben sind, und in denen die Gegenwinkel der Grund- 
linie von gleicher Grösse sind, hat das gleichschenkelige den gröss- 
ten Umfang. 
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Beweis. Es haben das Dreieck AEB und das gleichschen- 
kelige Dreieck AGB dieselbe Grundlinie AB, und deren Gegen- 
winkel sind gleich, AGB = ^ AEB. Man verlängere AG bis G, 
so ist BE = DE, 

also AE -f- BE = AD 

BG = GG = AG als Radien, 
also AG -h BG = AG , einem Durchmesser, 

aber AG > AD (250, Z. 1), 

folglich AG -f- BG -E AB >■ AE + BE -f- AB ; w. z. b. w. 

467, Theilt man den Durchmesser (AB, Eig. 389.) eines Halb- 
kreises in zwei Ireliebige Stücke, AK, KB, beschreibt über 
jedem derselben als Durchmesser einen neuen Halbkreis, erriclitet 
in dem Theilpunkte K die Senkrechte KD und verbindet D 
mit A und B, so ist das Verliältniss der Linien AE und BE 
das dreifach Hohe des Yerhältuisses von AD und BD. 

Beweis. Man ziehe KE und KE, so ist 

/ AEK = ADB = KEB = R (246), 
folglich EK li BD und KE || AD (26, Z.j, 

mithin verhält sich 1 ) AD : BD = AE : EK (196); 
ferner ist AE : EK = EK : ED (209, Z. 1) 

= EK:KE (56), 

folglich aus 1 2) AD : BD = EK : KE, 

ferner 3) AD: BD = KE : BE (196). 

Multiplicirt man 1, 2 und 3, so erhalt man 

AD^ : BD^ = AE: BE, w. z. b. w. 

468. Nimmt man auf der Tangente BE (Eig. 390.), welche 
, einen Halbkreis AEB in dem einen Scheitel B seines Durch- 
messers berührt, einen beliebigen Punkt G, beschreibt von 
ihm als Mittelpunkt mit seiner Entfernung von dem genannten 
Scheitel als Radius einen Kreis, zielit von dem andern Scheitel 
A eine Gerade ACD durch seinen Mittelpunkt und nimmt 
AE = AD, so ist auch stets AG von gleicher Länge mit AE, 

Beweis. Man ziehe BE, so ist 
^AEB = R (246), 

folglich AB* = AE : AE (201), Z. 2 und 203, Z. 4) 

AE = AD (Gonstr.) , 
daher 1) AB* = AF : AD. 

Da ferner BE _L AB und GB ein Radius des zweiten Kreises ist, 
so ist AB eine Tangente dieses Kreises (242), und mithin ist 
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AB- = AG . AD (259). Hieraus und aus 1 Imt 
man nun AF . AD = AG . AD, 
mithin AF = AG ; w. z. b. w. 

Zusatz. Die Länge des Halbme.ssers CB ist völlig und 
unbedingt beliebig. 

Beweis. Da .^^ABK = K, so ist auch z^EAB+^AEB 
= li (•'il'), also ..i^EAB<K. Es kann mithin AE niemals eine 
Tangente werden, sondern muss stets den Halbkreis schneiden, wess- 
halb demnach das Stück AF immer möglich ist. 

469. Berühren sich zwei Kreise von innen und man zielit in 
dem grösseren eine Sehne (DE, Fig. 391.), welche den kleineren 
berührt, und verbindet sowohl deren Endpunkte als den Be- 
rühningspunkt mit dem Berührungspunkte beider Kreise, so 
wird der von den beiden ersteren Linien gebildete Winkel 
(DAE) durch die letztere (AF) halbirt. 

Beweis. Man ziehe die Axe der Kreise und verlängere sie 
nach beiden Seiten hiu , bis sie den grössern Kreis in B und den 
Berührungspunkt A der Kreise trift't (292) ; ziehe ferner BE und 
im kleinern Kreise den Badius CF nach dem Berührungspunkte 
der Tangente, so ist .^BEA = K (246), 

mithin EISA + ^ EAB = li (38) 

zLV.BA = ./ EDA (244, Z. 1), 
also auch zlEDA + ^EAB = li 

oder 1) zlEDA + .:i-FAC + .ilEAF = li. Ferner ist 
FDA -F .ilFAD^- ^DFA = 2li (38), oder 
^EDA + .£lFAD + -<^ Ai'C+ ^CFD = 21i, 
aber ^CFD = li (243), 

folglich ZLEDA -t- FAD d- AFC = li. Hieraus und aus 1 
erhält man FAD + .il Al' C = ^ EAF AC 

^AFC = .Z.FAC(52), 

CF = CA als Radien, 

mithin ^FAD = .dt.EAF, w. z. b. w. 

Zusatz. Berühren sich die Kreise von aussen, so wird in 
dem Dreieek, welches die 8ehne und die ihre Endpunkte mit dem 
Berührungspunkte der Kreise vcrbbidenden Geraden bilden, nicht 
der Gegenwinkel der Sehne, sondern der ihr gegenüberliegende 
Anssenwinkel durch die dritte in Rede stehende Gerade halbii-t. 

Beweis. Man ziehe (Fig. 392.) die Axe CAB, ferner BE 
und verlängere DA über A beliebig weit, etwa bis G ; ziehe endlich 
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den Kadinn CF nach dem Berülirungspunkte der verlängerten Sehne 
DE mit dem andern Kreise, so ist: 

ZlBEA = R (246) 
mithin: ZI EAB + .Z EBA == R (38) 

ZlEBA = ZlEDA (214, Z. 1), 
also 1) ^EAB -H ^EDA = R. Fenier ist: 

ZlFDA + ^DAF hZlDFA = 2R (38) 

Z-CFA -)-Zll)FA = R (243), mithin: 

^FDA 4- ZlDAF- — -ZlCFA = R. Ans 1 hat man daher: 

Zl EAB -I- EDA = ^ FD A + Z. I )AF - ZlCFA 
ZlEDA = Z.FDA, 

also 2) z: EAB = ^ DAF — .Z CFA. 

Es ist aber: ’ Z.CFA =ZlCAF(.51),wcilCF=-CAalsRndien. 

= ZlGAF + ZCAG 
= Z.GAF + ZBAD (22). 

Aus 2 hat man daher: 

ZEAB + ZlBAD 4- ZlGAh' = ^ DAF 

= ZI EAB + Zl BAD + EAF 
mithin: ZlGAF = ZI EAF; w. z. b. w. 

470. Halbirt man eines der Segmente CD (Fig. 393.), in welche 
die Hypotenuse eines rechtwinkeligen Dreiecks durch ihr Hö- 
henperpendikel getheilt wiitl, in E , und beschreibt von B aus 
mit BE als Radius einen Kreisbogen EFM, so ist: AF = DE 
= OE. 

Beweis. Man ziehe BF, so ist : 

AF2 = BF^ — AB2 (87, Z. 2) 

= BE* — AB*, weil BP = BE als Radien. 

= BE*--BD . BC (87, Z, 1) 

= BE* — Bl) . BE — BD . CE (72) 

= BE* — BD . BE — BD . DE, weil CE =DE (f Vmstr.) 
= BE (BE — BD) — BD . DE (73) 

= BE. DE— BD. DE 
= DE (BE - BD) (73) 

= DE*, folglich 
AF — DE = CE, w. z. b. w. 

471. In jedem rechtwinkeligen Dreieck verhält sich das Qua- 
drat der Linie (CG Fig. 394.), welche einen seiner spitzen 
Winkel halbirt, zum Quadrat der an diesem Winkel anliegenden 


Digitized by Google 



82 


Vierter Absclinitt. 


Kathete (CB), wie die Hypotenuse zur halben Summe von 
Hypotenuse und eben dieser Kathete. 

Beweis. Man beschreibe aus C mit AC als Radius einen 
Kreis , verlRngere BC nach beiden Seiten hin bis zum Umkreise 
und ziehe A13 und AE, so ist : 

zlACD = 2^AED (244) 
folglich GCB = ^ AED 

mithin GC || AE (24) 

daher ist AGBC ec AABC (196) 

und es verhält sich: GC : BC = AE : BE 

BE = BCh-AC, weil AC=CE als Radien, 
also 1) GC:BC = AE:BC + AC. 

Ferner ist AGBC ec A ADE (196), 

weil DAE = R (216) = GBC, 
mithin : GC ; BC = DE : AE 

DE = 2AC, weil DE der Durchmesser; 
also 2) GC : BC = 2AC : AE. 

Aus 1 und 2 erhält man nun: 

GC2 : BC2 = 2AC : BC + AC (155) 
oder: GC^ : BC* = AC : )[(BC+AC) (143), w. z. b. w. 

472 . Beschreibt inan über der gemeinschaftlichen Sehne CD 
(Fig. 395.) zwei sich schneidender ungleicher Kreise als Durch- 
messer einen dritten Kreis, zieht an diesen in einem der Schei- 
tel 1) dieses Durchmessers eine Tangente ADB und von dem 
andern Scheitel aus eine beliebige Schneidende CEFG, so ist : 
EF : FG = AD : DB. 

Beweis. Man ziehe DE, DF, DG, AC, BC, so ist: 

CFD = R (246) 

folglich ./DFG=R(20) 

= Z. BDC (243) 

ZCGD oder ZFGD = ZCBD (244, Z. 1) 

mithin ADGF ~ ACBD (196), 

daher 1) DF : FG = CD : BD. 

Ferner ist ZCAD-f-ZCED = 2R (244, Z. 3) 

= ZCED-fZDEF (20) 
mithin ZCAD = ZDEF 

ZCDA = R (243) 

= ZCFD (245) 

= ZEFD 
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folglich ADEF ~ ACAD (196) 

daher 2) EF : DF = AB : CD. 

Aus 1 und 2 hat man nun: 

EF : FG = AD : BD (156); w. z. b. w. 

473 , Haben drei Kreise eine gemeinschaftliche Sehne AB 
(Fig. 396.), nnd zieht man von einem Endpunkte derselben 
ein Paar beliebige Gerade AFEC und AHGD, welche alle 
drei Kreise schneiden , so sind die Segmente HG, GD der ei- 
nen Linie denen der andern, FE, EC proportionirt. 

Beweis. Man ziehe BFJK, so ist: 

1) BL : AL = DL: KL» 

2) BL:AL = GL:JL I ‘ 

folgUch : DL : GL = KL : JL 

also auch : DL — GL : GL ^ KL — JL : JL (153) 

oder 3) DG : GL = KJ : JL 

Ferner ist: 4) BL : AL = HL: FL (251, Z. 1). 

Aus 4 und 2 hat man nun: 

GL :'HL = JL : FL, 

daher auch: GL' — HL:GL = JL — FL:JL (153) 

oder 5) GH : GL = FJ : JL. 

Aus 3 nnd 5 erhält man: 

6) DG : GH = KJ : FJ. 

Ferner ist 7) BF : Al’ = EF : FJ 

8) BF : AF = CF : KF 
folglich auch : EF : CF = FJ : KF, 

daher : CF — EF : EF = KF — FJ : FJ (153) 

d. i. 9) CE:EF = KJ;FJ. 

Ans 9 und 6 erhält man endlich: 

DG : GH = CE : EF 


I (251, Z. 1) 


oder: GH ; DG = EF : CE (151), w. z. b. w. 

Anmerkung. Dieser Salz isl eine Verallgenieineriing des vorigen. 

474 . Verbindet man die Punkte D, E, F, G, H (Fig. 397.), in 
denen ein Kreisbogen in eine beliebige Anzahl gleicher Theile 
getheilt wird, mit einem seiner Endpunkte, so verhält sich die . 
kleinste (AD) dieser Linien zur nächstfolgenden (AE) , wie 
irgend eine der übrigen (AH) zur Summe ihrer Vorgängerin 
und Nachfolgerin (AG + AB). 

Beweis. Man ziehe DE, GH, BH nnd EH, verlängere EH 
über H und AB Uber B, bis sie sich in J schneiden, so ist : 

de Niem, Beweise and Aaiiösnngen. II. 3 
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Vierter Abschnitt, 
arc. EDA =* 2 arc. BH (V.) 

folglich 


^VMA *= 2 ./ HAB (245, Z. 1) = 2 Z.HAJ 
zl EHA = zl HAJ + ^ HJA (38) . 

mithin 


ZIHAJ = zlHJA 

folglich 

1) 

HJ = AH (52). 

Ferner ist 

^HGA + ^HBA = 2K (244, Z. 3) 

= ^UBA+^UÜJ (20) 

mithin 

2) 

Z.HGA = ^HBJ 

Es ist : 

3) 

zlGAH = Z.UAB (245) 
= zlHJB (aus 1), 

folglich : 


AHGA^ AHBJ (46) 

mithin 

4) 

AG =5= BJ. 

Ferner ist ZHJA=. 

: HAJ (aus 1) * ilHAB=^EAD=<iAED (245) 

folglich : 


AAED ~ AAJH (196). 

Daher; 


AD:AE = AH:AJ 

= .AH: AB-f-BJ 

und aus 4 hat man : 

AD : AE = AH : AB -1- AG, w. z. b. w. 


475. Ist ein Kreisbogen AB (Fig. 397.) in eine beliebige An- 
zahl gleicher Tbeile getbeilt, und man verbindet den zweiten 
der Tbeilpunkte (E) mit dem letzten (H), verlängert diese 
Gerade, bis sie die verlängerte Sehne sclmeidet, so ist diese 
Verlängerung (HJ) gleich der Sehne (AH), welche den letz- 
ten 'Pheilpunkt (H) mit dem Anfangspunkte des Bogens ver- 
bindet. 

Beweis 1 ist unter 1 des vorigen Beweises enthalten. 

Beweis 2. arc. AD = arc, DE = arc. BH (V.) 

also arc. ADE = 2 arc. BH 

oder arc. ADE — arc. BH = arc. BH, 

folglich ist ^EJA = (A. 440) 

oder ./HJA = ./HAJ 

mithin: HJ = AH (52), w. z. b. w. 

476. Allgemein, verbindet man den 2nten Theilpunkt vom 
ersten an mit dem nten vom letzten an gerechnet und ver- 
längert die Verbindende, bis sie die verlängerte Sehne schnei- 
det, so ist die Verlängerung jener gleich der Sehne, welche 
den nten Theilpunkt vom letzten an mit dem Anfangspunkte 
des Bogens verbindet. 

Beweis. Bezeichnet n eine beliebige Zahl, so ist 2n das 
Doppelte von n; jeder Bogen also, der durch den 2nten Theil- 
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punkt, vom Anfangspunkte an gerechnet , vom gegebenen Kreisbo- 
gen abgeschnitten wird, ist offenbar doppelt so gross, als jeder durch 
den nten Theilpnnkt vom Endpunkte an abgesebnittenen ; der L'n- 
terschied zweier solcher Bogen ist mithin stets gleich dem letzteren, 
folglich ist anch der l’eriphcriewinkel , welcher auf diesem steht, 
und dessen einer Schenkel die Sehne des gegebenen Kreisbogens 
ist, gleich dem von der verlängerten die Theiljnmkte Verbinden- 
den und der verlängerten Sehne gebildeten Vinkel nach A. 440 
und daher jene Verlängerung gleich der Sehne nach 52; w. z. b. w. 

477 . Ist ein Kreisbogen in 3n gleiche Theile getheilt, und 
zieht man an den 2nten Theilpunkt vom ersten an eine Tan- 
gente, die inan bis zum Durchschnitt mit der verlängerten 
Sehne verlängert, so ist dieselbe von gleicher Länge mit der 
Sehne, welche eben diesen 2nten 'rheilpunkt mit dem An- 
fangspunkte des Bogens verbindet. 

Beweis. Da das Stück des gegebenen Kreisbogens vom An- 
fangspunkte bis zum 2nten Theilpunkte gleich zwei Drittheilen des 
ganzen Bogens ist, so ist der Best gleich einem Drittheil, also halb 
so gross, als jenes, ' folglich der Peripheriewinkel , welcher auf die- 
sem Bogenreste steht, und dessen einer Schenkel die Sehne des ge- 
gebenen Kreisbogens, die seine beiden Endpunkte verbindet, dessen 
anderer Schenkel aber die Sehne ist, welche den Anfangspunkt mit 
dem 2n ten Theilpunkte verbindet , gleich dem von ersterer Sehne 
und der Tangente gebildeten Vinkel nach A. 4 10, Z. l und folg- 
lich die letztere Sehne gleich der Tangente (52); w. z. b. w. 

478 . Hat man in einer Ebene zwei beliebige aber gleiche- 
Kreise und zieht eine sic schneidende Gerade parallel mit ihrer 
Axe, so ist jedes Stück derselben, welches zwischen zwei sich ent- 
sprechenden (d. h. solchen, die weder die kleinste, noch die grösste 
Entfernung von einander haben) Durchschnittspunkten milden 
Kreisperipherieen enthalten ist, gleich der Entfernung der bei- 
den Mittelpunkte. 

Beweis. Es sei CD||AB; man ziehe AC, AF, BE, BD, 
.so ist: AC = BD, als Radien (V.), und AB || CD (Constr.), 
folglich: ACDB ein Antiparallelogramm (A. 37), 
mithin zl ACD = ^ BDC ( A. 38) 

oder ./ACD = z:bDE 

= .ilBED(5l), weil BD=BEals Radien; 
folgUch AC II BE (24), 

3 * 
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Vierter Abschnitt. 


abio ACEB ein Parallelogramm (55), 
mithin AB = CE (56). 

Auf ähnliche W eise wird gez eigt, dass auch 

AB = DF ; w. z. b. w. 

479. Wenn in einem Kreisvierecke eine Diagonale verlängert 
durch den Durcbschnittspunkt der Tangenten geht, welche man 
an die Endpunkte der andern Diagonale zieht, so verhalten 
sich die Quadrate zwei von derselben Ecke auslaufender Um- 
fangsseiten, wie die anliegenden Segmente der ihre nicht ge- 
meinschaftlichen Endpunkte verbindenden Diagonale. 

Beweis. Es sei F (Fig. 399.) der gemeinschaftliche Durch- 
Bchnittspunkt der verlängerten Diagonale BE und der an die End- 
punkte der andern Diagonale AD gezogenen Tangenten, so ist: 

EF : AF = AF : BF (259, Z. 1) 

./EFA = 

folglich AFBA«w AAFE (198) 

daher verhält sich : AB : AF = AE ; EF 
oder 1) AB:AE = AF:EF (151). 

Ferner verhält sich wegen eben jener Aehnlichkeit : 

AB : BF = AE : AF 

oder 2) AB : AE = BF : AP (151). 

Ans 1 und 2 hat man durch Multiplication: 

AB* :AE* = BF:EF (155). 

Aber : ’ BG : GE *= BF : EF (260), 

folglich 3 ) AB* : AE* = BG : GE. 

Ein ähnlicher Beweis gilt auch daftir, dass: 

4) BD*:DE* = BG :GE. 

Man ziehe nun an einen der Endpunkte, an B, der andern 
Diagonale BE eine Tangente und verlängere die erste Diagonale 
AD, bis sie die Tangente in H schneidet ; hierauf ziehe man an 
den andern Endpunkt E der Diagonale BE gleichfalls eine Tan- 
gente, so muss diese hinreichend verlängert den Durchschnittspunkt 
H treffen. Angenommen sie träfe die verlängerte AD in irgend 
einem andern Punkte, etwa in K, so wäre aus ähnlichen Grttnden, 
aus denen weiter oben die Aehnlichkeit der Dreiecke ABF und 
AEF, sowie BDF und DEF nachgewiesen worden: 

ABDH ~ ABAH 
und A DEK ^ A EAK, 

folglich BD : AB = BH : AH 
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BD : AB = DH : BH, 
daher : BD^ ; AB* = DH : AH. 

Ebenso wäre: DE* : AE* = DK : AK. 

Aus 3 und 4 hat man aber : 

AB* : AE* = BD* : DE* 

oder DE* : AE* = BD* : AB* (151, Anmk. 4) 

mithin wäre auch : DH : AH = DK : AK 

daher: AH — DH : AH = AK — DK : AK (153) 

oder: AD : AH = AD: AK, 

folglich wäre AH = AK, was ungereimt ist; die an E 

gezogene Tangente kann also die verlängerte AD in keinem an- 
dern Punkte treffen, als in dem Durchschnittspunkte H der verlän- 
gerten AD mit der an B gezogenen Tangente, und es ist nun der 
Beweis ganz ähnlich wie oben dafür, dass: 

BD*: AB* = DG: AG 

und DE* : AE* = DG : AG ; w. z. b. w. 

Zusatz. In obigem Beweise ist dargethan: dass, wenn eine 
verlängerte Diagonale eines Kreisvierecks durch den Durchschnitts- 
pnnkt der an die Endpunkte der andern Diagonale gezogenen Tan- 
genten geht, auch stets diese andere Diagonale, hinreichend verlän- 
gert, mit den an die Endpunkte der erstem gezogenen Tangenten 
einen gemeinschafllichen Durchschnittspunkt hat. 

480. Beschreibt man um jedes der vier Dreiecke, in welche 
ein Viereck durch seine beiden Diagonalen getheilt wird, einen 
Kreis, so bild,en die Mittelpunkte derselben die Ecken eines 
Parallelogramms. 

Beweis. Da BK (Fig. 400.) die gemeinschaftliche Sehne 
der Kreise E und F, so ist: 

EF _L BD I 

ebenso: GHJ.BDP®^ 

folglich EF II GH (26, Z. 1). 

Ans ähnlichen Gründen ist auch: 

EHH GF, 

mithin: EFGH ein Parallelogramm (55); w. z. b. w. 

Zusatz 1. Die Winkel dieses Parallelogramms sind denen 
gleich, unter welchen sich die beiden Diagonalen schneiden. 
Beweis. Es ist; 

^EMK = ./ELK = R (264) 

also EMK + ^ ELK = 2R 

« 
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Vierter AbseliiiiU. 


» 


folglich / ilEIi + / MKL = 2K (1 04) 

= zlMKL + ^LKO (20), 

mithin ^MEL = ^LKO 

«ler -/HEE = ^I3KC 

= ^AKl) (22), 

^HEE = /HGF (56), 
also auch IIGF = ^ BKC = zü AKD ; 

ebenso ist ^ElIG = ^EFGä zlAKB = ^DKC; w. z. b. w. 

Zusatz 2. Die Durchschnittspuukte der Seiten unseres Pa- 
rallelogramms mit den Diagonalen des Urvierecks bilden die Ecken 
eines dem Urvicreck ähnlichen Vierecks, das viermal so klein als 
jenes ist. 


Beweis. 


KI^ = BL 
KM = AM 


(264), 


daher 

ML If AB (63), 

folglich 

AMKL «« AAKB (24 und 196). Ausgleichen 

Gründen ist 

AKLO AKBC 

- 

APKO~ADKC 


AMKP~ AMKD, 

folglich ist 

1) ALOP«^ ABCD (218). 

Da ferner 

KL = ^BK 


MK = lAK, 

so ist 

ML = |aB (A. 31, Z.) , 

folglich 

ML> = ^AB» (74,Z. 1), 

daher 

ML* : AB* = 1:4, 

aber 

MU)P : ABCD = ML* : AB» (219), 

mithin 

M1.0P : ABCD =1:4, 

oder 

2) MLOP = J ABCD , w. z. b. w. ' 


481. Ist das in Rede stehende Viereck des vorigen Satzes ein 
Kreisvicreck, und man verbindet den Mittelpunkt seines Kreises 
mit den Mittelpunkten der um die Diagonalendreiecke beschrie- 
benen, so wird dadurch das vorhin näher bczeichnete Paralle- 
logramm in vier Dreiecke zerlegt, welche einzeln den vier 
Dreiecken ähnlich sind , die je zwei Umfangssciten und eine 
Diagonale des Urvierecks zu Seiten haben. 


Beweis. Es sei Z (Fig. 401.) der Mittelpunkt des um ABCD 
beschriebenen Kreises und EFGH das Parallelogramm, dessen Ecken 
die Mittelpunkte der um die Diagonalendreiecke beschriebenen Kreise 
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(264), 


sind, 80 sollen A ZEH, AZFE, AZGF, AZHG einzeln den Drei- 
ecken CDB, DAC, ABD und BCA ähnlich sein. Es ist 
ZH J_ AD 
1IE_L AK 

also ^HLÜ == ^ ANO — K 

^UOL = ^AÜN (22), 

mithin ^LHO = ^OAN (38), 

oder 1) ^ZHE = ADAC = ADBC (244, Z. 1). 

Verlängert man ferner ZE bis M , so ist 

AAMZ = K (264), 

also A ANE -t- A AMZ = 2K, 

folglich ■ AMAN -1-A MEN = 2K (104) 

= A MEN -4- A NEZ (20) , 
mithin A NEZ = A MAN, 

oder 2) A1IEZ = ABAG 

= ABDC (244, Z.l). 

Aus 1 und 2 hat* mau daher nach 196, Anmk. 1 

AZEH ~ ACDB. 

Ein analoger Beweis gilt auch für die Aehnlichkeit der übrigen 
in Rede stehenden Dreiecke. 

482. Vier Dreiecke, die denen, von welchen der vorige Batss 
handelt, einzeln congruent sind, erhält man dadurch, dass mau 
den Durchschnittspunkt der Diagonalen des Urvierecks mit 
den Ecken des mehrerwäbnten l’arallelogramras verbindet. 
Beweis. Es ist (Fig. 401.) AZGF“^ AABD (A.481), 

AZGF = AABD 


also 


»I 


AZFG = AADB 


Nun wird aber die gemeinschaftliche Sehne AK der um die Drei- 
ecke AKB und AKD beschriebenen Kreise unter rechten Winkeln 
halbirt durch ihre Axe EH (264) und mithin auch der zu dieser 
Sehne in jedem Kreise gehörige Bogen (248^ ; folglich stehen die 
Centriwinkel NEK und NHK auf Bogen, die halb so gross sind 
als diejenigen , auf denen die Peripheriewinkel ABK und ikDK 
stehen; daher ist ANEK = AABK 


und 

oder 

und 


ANHK = AADK 
AIIEK = AABD 
AEHK = AADB. 
AIIEK = AZGF 
AEHK = AZFG 


(214 und 245, Z. 1) 


Aus 1 liat man mithin 
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Vierter Absehiiilt. 


HE = GF (5ß), 

folglich A HEK ^ A GFZ (46). 

Ganz auf ähnliche Weise wird dargethan, dass auch 
AEKF^ AGZH 
AGKF^ AEZH 
AHKG^AFZE, w. z. b. w. 

• 483. Die Kreise, welche sich um die acht Dreiecke, von denen 
die beiden vorhergehenden Sätze handeln, beschreiben lassen, 
sind alle untereinander gleich. 

Beweis. Nach A. 375 sind Aehnlichkeitspunkte ähnlicher 
Dreiecke die Durclischnittspunkte (A. 21) der auf den Seiten in 
ihren Halbirungspunkten errichteten Senkrechten ; ein solcher Durch- 
schnittspunkt ist aber auch der Mittelpunkt des um ein Dreieck zu 
beschreibenden Kreises (24(>, Z.), folglich sind die Mittelpunkte der 
um ähnliche Dreiecke beschriebenen Kreise Aehnlichkeitspunkte 
dieser Dreiecke. Bezeichnet man nun die Radien der um die Drei- 


ecke ZGF 

(Fig. 401.), ZFE, ZEH, ZHG 

beschriebenen Kreise mit 

r, r', r*, r 

*, den Radius des um das Urviereck beschriebenen mit 

R, so ist 

1) AZGF ~ AABD l 

2) AZFE ~ ADAC | 

(A. 481), 

folglich 

r : R = ZF : AD j 
r':R =ZF: AD | 

(A. 371), 

mithin 

r = r'. 



3) AZEH ACDB (A. 481). Hieraus und aus 

2 hat man 

r' : R = ZE : CD j 
r* : R = ZE : CD 1 

(A.371), 

mithin 

r* = r ' = r. 

Aehnlich wird dargethan. 


dass r* = r* = r' = r. 

Da nun die Radien gleich, so sind auch die Kreise, die man mit 
ihnen beschreibt, gleich (316, Z.). Ferner ist AZGF = AKHE 
(A. 482), folglich ist aus gleichen Gründen, wie die eben angeführ- 
ten , der Radius des um A KHE beschriebenen Kreises = r = r' = 
r* = r* , also auch die Kreise gleich. Dasselbe gilt für die andern 
den Punkt K als gemeinschaftliche Spitze habenden Dreiecke; mit- 
hin sind die acht in Rede stehenden Kreise alle untereinander gleich ; 
w. z. b. w. 

484. Jeder der vier Kreise, welche man um die in 481 näher 
bezeichneten Dreiecke beschreibt , geht durch eine der Ecken 
des Urvierecks. 
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Beweis. Man verlängere (Fig. 401.) ZG bis P. Da G der 
Mittelpunkt des um A KCD , F der Mittelpunkt des um A BKC 
und Z der Mittelpunkt de.s um -das Urviereck beschriebenen Kreises 
ist, so ist AFQC = ^GPC = R (264), 
folglich 1) .AQFC + ^QCF = R (38), 

eben so 2) ^PGC + ^GCP = R, 

aber ^ PGC = DKG (244 u. 245, Z. 1) 

= ^DAK + .AADK (38) 

= ^KBC +-^:1KCB (38). 
Substitnirt man diesen Werth ln 2 und addirt 

^BKC = .^BKC, 
so hat man , da ” 

BKC-1-./KBC + zlKCB = 2R (38): 

R + ./GCP = ZlBKC, 

oder 3) A GCP = .A BKC ^ R. 

Nun sind im Kreise F die beiden Peripherie'winkel, welche auf den 
Bogen stehen, zu denen die Sehne BC gehört, aber auf verschiede- 
nen Seiten dieser Sehne liegen , zusammengenommen gleich zwei 
Rechten (244, Z. 3). Der eine dieser Winkel ist A. BKC; der andere 
steht auf einem doppelt so grossen Bogen als der Centriwinkel QFC, 
weil BQ = CQ(264), mithin der zu BC gehörige Bogen durch die 
verlängerte FZ halbirt wird (244); folglich ist AQFC gleich die- 
sem anderen Peripheriewinkel (244 und 245, Z. 1) und daher 
ABKC + AQFC = 2R, 

oder ABKC — R = R — AQFC. 

Ans 3 erhält man demnach AGCP = R- — • AQFC. 

4) AGCP= AQCF (aus 1). 

Ferner ist AZQC + AZPC = 2R, 

folglich A PZQ + A PCQ = 2R ( 1 04) 

A PCQ = A PCG + A GCQ, 

daher mit Rücksicht auf 4 

AQCF -p AGCQ -f- APZQ = 2R, 
oder A GCF + A GZF = 2R. 

Folglich ist ZGCF ein Kreisviereck (244, Z. 4), und es muss mit- 
hin der Kreis, welcher um das Dreieck ZGF beschrieben ist, auch 
durch den Punkt C, d. h. durch eine Ecke des Urvierecks gehen. 

Analog diesem Beweise wird dargethan, dass auch die andern 
in Rede stehenden Kreise durch die entsprechenden Ecken des Vier- 
ecks ABCD gehen; w. z. b. w. 
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Vierter Ähschnilt. 


485. Die Mittelpunkte dieeer vier Kreise bilden die Ecken ei- 
nes Kreisvierecks. 

Beweis. Errichtet man auf den Seiten der in Rede stehen- 
den Dreiecke in ihren Ilalbirungspnnktcn Senkrechte und verlän- 
gert dieselben bis zum gegenseitigen Durchschnitt, so bilden die 
Ecken des so entstandenen Vierecks liSTW (Eig. 401.) die Mittel- 
punkte der um die Dreiecke bescjn-iebenen Kreise (240, Z.). Nun 
sind in den Vierecken ZMBQ und ZVSX: 

^ZQB = ZVS + ^ ZXS = 2K (264) 
mithin MZQ -f- ^ MBQ = ^ VZX-1- VSX = 2R (104) 

daher MBQ = VSX 

oder ^ABC = ./KSE: 

aus ähnlichen Gründen ist auch ; 

z^ADC = ^RWT 
aber ^ABG + ^ADO = 2R (275) 
folglich: KST + ^KWT = 2R 

mithin liSTW ein Kreisviereck (244, Z. 4); w. z. b. w. 

n m e r k II iig. l>«tsse(be gilt vuii den >fiUrlpimklcn der um die amlure Quäler- 
Ilion von Dreiecken (482) lieädinelienen Kreise. Die Cunstruclion des Vier- 
ecks, dessen Kckcn die in Hede ziehenden Mittelpunkte hilden, so wie der De- 
weis, dass dieses Viereck ein Kreisviereck sei, ist analog dem ehen geführten. 

486. Der Mittelpunkt des Kreises, den man um djis im vorigen 
Satze näher bezeichncte Kreisviereck beschreibt, fällt mit dem 
Jilittelpunkte dos Kreises um das Urviereck zusamineii. 

Beweis. Die Ecken des Vierecks RSTW (Fig. 401.) sind 
die Mittelpunkte der um die Dreiecke EZII, EZF, FZG, HZG be- 
schriebenen Kreise (Siebe Beweis zu A. 48'>); da diese unter ein- 
ander gleich sind (A. 483) , so sind es auch ihre Radien KZ, SZ. 
TZ, WZ; diese Geraden gehen also von einem einzigen Punkte Z 
aus, und ihre anderen Eml])unkte liegen in der Peripherie eines 
Kreises, nämlich des um RSTW beschriebenen, denn RSTW ist 
ein Kreisviereck (A. 485) ; man 'kann mithin vom Punkte Z aus 
mehr als zwei gleiche Gerade nach dem Umkreise ziehen, folglich 
ist dieser l’unkt Z der Mittelpunkt des um das Viereck RSTW bc- 
schrichenon Kreises (249, Z.), er ist aber auch der Mittelpunkt des 
um das Urviereck beschriebenen; es fallen demnach die beiden in 
Rede stehenden Mittelpunkte zusammen ; w. z. b. w. 

487. Dio Seiten des in 485, näher bezeichneteu KreLsvierecks 
sind parallel den Seiten des Urvierecks, seine Diagonalen aber 
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parallel mit den Seiten des Parallelogramms, dessen Ecken die 
Mittelpunkte der um die vier Diagonaldreieckc des Urvierecks 
beschriebenen Kreise sind. 

Beweis. Es ist (Fig. 401.) Z der Mittelpunkt des Kreises 
um ABCD, E der Mittelpunkt des Kreises um AAKB, AB die 
gemeinschailliche Sehne beider Kreise , folglich die Axe ZEM _L 
AB (264). Ans dem Beweise zu A. 48.') wissen wir aber auch, 
dass ZM _L RS; folglich RS || AB (26, Z. 1). Aehnlich ist der Be- 
weis, dass auch ST || BC, \VT || DG und R\V 1| AD sei. 

Zieht man ferner XY, so ist S der Mittelpunkt des um AEZF, 
T derjenige des um A GZF beschriebenen Kreises , folglich wird 
die gemcinschailliche Sehne ZF dieser beiden Kreise durch ihre 
Axe ST halbirt (264), es ist also: 

ZX = FX 

Ebenso ist: ZY e= GY, 

folgUch 1) GF = XY (63). 

Ferner ist Z der Mittelpunkt des um ARB'l' beschriebenen 
Kreises, und da ZX _L ST, so wird die Sehne ST halbirt (244 ), also : 
SX = TX. 

Ebenso ist: \VY^ = TY, 

folglich 2) WS II XY. 

Aus 1 und 2 hat man: WS || GF (27) || HB. 
Aehnlichbeweistman, dass RT || GH || EF; w. z. b. w. 

488 . Hat man ein beliebiges Kreisvicrcck (ABCD Fig. 402.) 
und fallt in jedem der vier Dreiecke (ABO, ABD, ACD, BCD), 
die je zwei Seiten des Urvierecks und eine seiner Diagonalen 
zu Seiten haben, die Höhenperpeudikel ; so bilden die gemein- 
schaftlichen Durchschnittspunkte (E, F, G, H) dieser vier Ter- 
nionen von Linien die Ecken eines Vierecks, welches dem Ur- 
vicrecke congruent ist; also auch ein Kreisviereck ist, dessen 
Kreis dem um das Urviereck gleich ist. 

Beweis. In den Dreiecken GUB und CLB ist: 

ZIGUB = ACLB = R (Constr.) 

./GBU = ACBL (22) 
folglich : UGB = A BCL (38) 

oder 1) AQGB = ABCA 

= .ABDA (244, Z. 1). 

In den Dreiecken ZUA und JDA ist: 

AllZA s: A.DJA R (Constr.) 
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folglich : 
oder 

folglich ; 
mithin 
Ferner ist: 
oder: 

folglich: 

^ BDR + ^ EDB = ^ ADO + zü EDB, 
oder 4) ^EDV = ^NDa. 

Ferner ist in den Dreiecken PCa und NDa: 

ZlPaC = ^NaD (22) 

aPC = ^ aND = R (Constr.), 

^PCa = ^NDa (38) 

FC V = ^ NDa, aus 4 und 5 hat man : 
^FCV = ^EDV 
^FVC = ^EVD (22), 

CV:FV = DV:EV (196), 

EFCD ein Kreis\nereck (251, Z. 2). 
züXLC = ^XPC = R (Constr.) 

^LXC = ^PXB (22) 

^LCX = / PBX (38), 

ZI ACD = ^ABD (244, Z. l) 

ZlPCD = .Z ABL, 

^YGY = ^ABL 

= Z1GBW(22) 

^FYC = ZlGWB = R (Constr.), 

ZICPY = ZIBGW (38) 

= ZlBGC 
aber : Zl CFY + ^ CFB = 2R (20) 
folglich Zl BGC 4- Zl CFB = 2R, mithin auch : 

^GBF + ZIGCF = 2R (104), 
folglich 7) BFCG ein Kreisviereck (244, Z. 4). 

Ferner ist wie .Z.AbO = ZlDbJ (22) 

^ AOb = ^DtTb = R (Constr.) 
folglich ZlOAb a= ^hDJ (38) 


folglich : 
oder 5) 

folglich : 
mithin 6) 

Ferner ist: 

folglich : 
hierzu addirt; 
gibt: 
oder: 

und da: 
so ist: 


Vierter Abschnitt. 

^ZAH = ZIDAJ (22) 

ZIZHA = ZlADJ (38) 

2) ZlQHA = ZlBDA. Aus 1 und 2 hat man: 
ZlQGB = ZlQHA 

^GQB = ZlHQA (22), 
GQ:BQ*HQ:AQ (196), 

3) HABG ein Kreisviereck (251, Z. 2). 

ZlDBC = ^DAC (244, Z. 1) 

.ZDBR = ^DAO 

^DRB = ZIDOA = R (Constr.) 

Zl BDR = ZI ADO (38), mithin auch: 
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hierzu: ,/BAC == Z.BDG (244, Z. 1) 

gibt: ^BAJ = ^EDK 

^BAJ = ,/HAM (22) 
mithin zlUAM zlEDK 

ZllIMA = Z.EKD R (C’onstr.), 

daher: ^A1IM=^DEK 

oder : AHB = UEK, 

aber ^AED + ^DEK = vK (20;, folglich 
AHD -|- Zl AED = 2R, also auch : 

^HAE + ,/HDE = 2K, 

mithin 8) AEDII ein Kreisviereck (244, Z, 4). Ferner ist 
zlBAD + Z.BCi) = 2K (275) 

= Z,FCD + ^FED (275), oder: 

<^BAE4-z1EAD+^BCF+/FCD=1FCD+/FEK+::KED 

= :FGD+lFEK+-iEAD+ / ADE 
mithin ^AE + ^BCF = ^ FEK + ^ ADE ((38) 

^BCF oder BCP = ^ADO oder ,:f^ADE (38), weil in 
den Dreiecken BCP und ADO zwei Rechte und zwei gleiche Pe- 
ripheriewinkel sind; 
folglich ^ BAE = FEK ' 

mithin AB || EF (24) 

AK J_CD 
AY _L CD, 

folgUch AE H BF (26, Z. 1) 

mithin 9) ABFE eiu Parallelogramm (55). Fenier ist 

.^HGA-p.i£AGB-|-^HAB= 2R (aus 3 und nach 275) 
zlAGB = ^BHA (214, Z. 1), also: 
^HGA+^BAH+^BHA= 2R 

= ,/BAH-pzlBAJ (20), 
mithin: ^HGA+^BHA = ^BAJ. 

Aus dem Beweise zu 8 wissen wir aber, dass: 
zlBAJ = ..lEDK 
= ^EDC 

und .ZIBHA = .^ADJ (3.s, für die Dreiecke ZUA 

und ADJ, zwei Scheitelwinkel und zwei Rechte), 
folglich : ^HGA+^DJ = ^EDC 

^ADJ-F^NDa = ^ PCa (38) 

= ^FCV 

»=^EDV (38), 
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mithin ^HGA + ^EDV = .^EDC 
oder ./HGA = z::KDC — .^1 EUV 

= .ilRDG 


= ./ GBF ( 8, in Betracht der Dreiecke 
FDY und BRF) = ./GGF (aus 7 und nach 241, Z. 1) 

also auch : /IHGF == ./ UGG oder UGW. 

Da nun die Winkel hei U und W Rechte sind, so ist 


also 

daher auch 
addirt man: 
so ist mithin : 


folglich 


Z1UGW + ./UBW = 2R (104) 

= zl UBW + WBG 
^UGW = ^WBG « 

Z1HGF = ./AVBG 
zlGGF = ./GBP 
^HGG = ZIWBF = ./ WBY, 
und da die Winkel bei W und Y Rechte, so ist auch : 

Z-WBY + .^WGY = 2R (104) 
und daher zlHGG + .^WGY oder zlHGC GGD = 2R, 

GH II GD (-26) 

GG _L WM 
DH _L WM 
GG II DH (26, Z. 1) 

10) GDHG ein Parallelogramm (55). 

Ferner ist, da die Winkel hei Z und N Rechte, also gleich, und 
bei c Vertikalwinkel, also gleich sind: 

ZlNEc = /lZHc.(38) 

= ./ ZHA + ^AHE 

= Z.AD3 + Z.AY)]£. (38 u. 244, Z. 1) 

= ^ADd + ^NDE 

== ./ BGd + /10GE (38, 244, Z. I u. 22) 

= zlBGE 


(Gonstr.) 


daher 

mithin 


^NEc + ZlHEG = 2R (20), mithin 


zlBGE + ZlHEG = 2R 

folglich 

BG II HE 


BZH JL DZ i '■ ’ 

daher 

GE H BH (26, Z. 1) 

folglich 

11) BGEH ein Parallelf^amm (55). 

Ferner ist: 

Z.BGA = ^BHA (244, Z. 1) 


= ZIZHA 


= .i^lADJ (aus dem Beweise zu 11) 
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= ^NDa 

= ^PCa (aus dem Beweise zu 6) 

= ^FCE 

= ZIFDE (244, Z. 1) 

und da AB || EF und AG || DF (2ü, Z. 1, weil beide senkrecht auf CU) 
so ist: ^GAB = ^EFD (A. 4) 

AB = EF (aus 9 und nach 56) 
folglich AABG^ AFDF (46) 

daher AG = DF 


mithin 
Aus 9, 10, 


AG II DF 

12) AGFD ein Parallelogramm (54 und 55). 
1 1 und 1 2 hat man nun : 


AB = EF 
AD = FG 
BC = EH 
CD = GH 


(56) 


ferner: .ABAE = A.BFE (56) 

AEAD= ABFG (A. 4) 
folglich : A BA D = A G FE 

ebenso ist: Al ABC = Al FEH 

AlADC= AlFGH 
^BCD = GHD 


mithin ist: ABCD ^ FEHG (A. 103), letzteres daher ebenfalls ein 
Kreisviereck, und da ABAD^ä^ AEFG (45), so verhalt sich der 
Kadius des um ABAD beschriebenen Kreises zu dem Radius des 
um AEFG beschriebenen, wie AD : FG (A. 134 und 135); aber 
AD = FG, mithin sind auch die Radien und folglich deren Kreise 
gleich; da aber der Kreis um AABD durch den Punkt C gehen 
muss, weil ABCD ein Kreisviereck, und ebenso der Kreis um 
AEFG durch den Punkt H, so sind die Kreise um die Vierecke 
einander gleich; w. z. b. w. 

489. Beschreibt man aus jeder Ecke eines Dreiecks zwei 
Kreise, von denen der eine die eine, der andere die andere 
der vom gemMnschaftlichen Jlittelpiiukte auslaufenden Seiten 
in demjenigen Punkte schneidet, in welchem der zn dieser 
Seite gehörige äussere BerUhrungskreis (Siehe die Erklärung 
A. 532) dieselbe berührt, dergestalt also, dass sich von den 
sechs Kreisen je zwei auf einer Dreiecksseite von aussen be- 
rühren; und beschreibt man darauf auch aus jeder Ecke einen 
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I^eis, welcher die beiden Kreise, die sich auf der dieser Ecke 
gegenüberliegenden Seite von aussen berühren, von innen be- 
rührt, so sind die zu dieser letzten Ternion gehörigen Kreise 
von gleicher Grösse. 

Beweis. Man lialbire (Fig. 403.) die Nebenwinkel von 
.^ilABC und ..^ACB; verlängere die Halbirendcn, bis sic sich in 
G schneiden; fälle von G aufBC die Senkrechte Gl) und be.schreibe 
aus B und C als Mittelpunkten mit BD und CD als Radien zwei 
Kreise, so berühren sich dieselben in D von aussen f2G3, Anmk,); 
verlängert man ferner AC und AB, bis sie die Umkreise in K und 
H schneiden, zieht GK und G-H, so ist 

CK = CD (als Radien) 

CG = CG 

^GCK = ZLGCD (Constr.), 
mithin A GCK ^ AGCD (45). 

Ebenso ist A GBH = A GBD, 

daher CK = CD 

BH = BD 
GK = GD = GH 

zlCKG = ACDG = -ABHG = R. 

Der aus G als Mittelpunkt mit GD als Halbmesser beschriebene 
Kreis berührt demnach BC in D und die verlängerten AB und AC 
in H und K, und AH und AK sind Tangenten dieses Kreises (242), 
folglich AH = AK (259, Z. 2). Beschreibt man daher aus A als 
Mittelpunkt mit AH als Halbmesser einen Kreis, so berührt derselbe 
die aus B und C mit BD und CD als Radien beschriebenen Kreise 
in H und K von innen (263,Anmk). Dieser Kreis ist nun einer 
von den drei in Rede stehenden der letzten Temion. 

Führt man ferner dieselbe Construction in Bezug auf die Ecke 
B aus: halbirt man also die Nebenwinkel von ABAC und ABCA, 
verlängert die Halbirendcn bis zu ihrem Durchschnitt in L, fallt 
LE _L AC und beschreibt aus A und C mit AE und CE als Halb- 
messern zwei Kreise, so berühren sich dieselben in E von aussen 
(263, Anmk.); verlängert man .nun BA bis M, BC bis N, zieht LM 
und LN, so ist aus gleichen Gründen wie oben 
AM = AE 
CN = CE 
ML = EL = NL 
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^ AML = ^ AEL = ^CNL = li 
BM *= BN. 

Ein au8 B mit BM als Halbmesser beschriebener Kreis beriilui. dem- 
nacU die aus A und C mit AK und CE als Kadieu beschriebenen 
in M und N von innen (2G3,Anmk.). Dieser Kreis ist der zweite 
von den drei in Rede; stehenden der letzten Ternlon. 

Den dritten endlich erhält man durch eine den Betreffs der 
Ecken A und B ausgeführten Constructionen entsprechende Con- 
struetion in Bezug auf die Ecke C; er berührt die aus B und A 
mit BJ und AJ als Radien beschriebenen und in J von aussen sich 
berührenden Kreise in P und Q von innen aus gleichen Gründen, 
wie die oben erwähnten. 

Nun ist AH = AB + BH 

= AB + BD, 
ebenso AK = AC + CD, 

mithin AH + AJv = AB + AC + BC, 
und da AH = AK, 

so ist AH = ^ ( AB + AC + BC). Auf analoge Weise 

findet man BM = ^ (AB + -AC + B.C) 

und CP = 4(AB + AC + BC), 

folglich - AH = BM = CP. 

Da aber AH, BM, CP die Radien der drei in Rede stehenden 
Kreise sind , so sind auch diese von gleicher Grösse ; w. z. b. w. 
490. Sind in einem Kreisvierecke zwei Gegenwinkel Rechte, 
so ist die Summe der Quadrate der vier Diagonalstücke gleich 
dem Quadrate des Durchmessers vermehrt um das Quadrat 
des Unterscliiedes von den Segmenten derjenigen Diagonale, 
welche die Spitzen der. rechten Winkel verbindet. 

Beweis. Es seien (Eig. 404.) die Winkel bei B und D Rechte, 
so ist AE . CE = BE . DE (251) , 

also auch 2AE . CE = 2BE . DE. 

Nun ist AE* + CE* + BE* + DE* + 2AE . CE = 

AE* + CE* 4- BE* 4- DE* 4- 2BE . DE 
oder AE* 4- CE* 4- 2AE . CE 4- BE* 4- DE* — 2BE . DE = 

AE* 4- CE* 4- BE* 4- DE* 

oder ( A E 4- CE)* 4- (BE — DK;* = AE* + CE* + BE* 4- DE* ; 
w. z. b. w. 

491i Zieht mau in einem Kreise zwei beliebige Sehnen so, dass 
sie sich unter rechten Winkeln schneiden, und beschreibt über 
de S iie m , Beweiee und Auflösungen. II. 4 
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den vier Segmenten dieser Linien als Durchmessern Kreise, 
so sind diese zusammen so gross als der Umkreis. 

Beweis. Es seien die Winkel bei E (Fig. 405.) Rechte; 
mau ziehe AD, AC, BC, den Durchmesser DF und die Sehne AF, 
so ist zlDAF = R (246) 

= .^AEC (Vorauss.) 

ZlAFD = ACD (244, Z. 1) 

= ZlACE, 

folglich ADF = ZICAE (38, Z. 2) 

= CAB, 

mithin arc. AP = arc. BC (245), 

daher chord. AF = chonl. BC (215, Z. 5). 

Bezeichnet man den Kreis um DF mit K, den Kreis um AE 
mit K', den um BE mit K* u. s. w., so ist 


und da 
so ist 
aber 
und 
folglich 


K = K» + K’ (322, Z. 2), 

AF = BC, 

K = K»+K*, 

K» = K' + K» I 
K* = K* + K« 

K = K' + K* + K3 -H K«; w. z. b. w. 


(322, Z. 2), 


492. Zieht man von einem beliebigen Ihinkte (A, Fig. 406.) 
ausserhalb eines Kreises eine Gerade (AK) so, dass sie einen 
verlängerten Durchmesser (DGK) rcchtwinkelig schneidet , so 
ist das Quadrat dieser Linie kleiner als das Rechteck aus den 
Segmenten (AE, AB) einer beliebigen von eben diesem Punkte 
nach dem Kreise gezogenen Schneidenden (AEB), und zwar 
um das Rechteck aus den Segmenten (GK, DK) des Durch- 
messers, die zwischen seinen Scheiteln imd dem Fnsspunkte 
der Senkrechten liegen. 

Beweis. Man ziehe AD und GF, so ist 
./GFD = R (246), 
folglich auch zlGFA = R (20) 

• ZlGKA = R (Constr.j, 

also ZlGFA + A. GKA =f= 2R, 


und daher zlKGF+ZlKAF = 2R (104), 

mithin ist AFGK ein Kreisviereck (244, Z. 4), und demzufolge Bind 
die Geraden AD und DK zwei Schneidende des Kreises um AFGK; 
folglich AD . DF = DK . DG 1 

Für Kreis GFDBG ist ebenso AD . AF = AB . AE | ’ 
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aber 


AD* 

= AD 

. AF-F 

AD. 

DF 

und 


DK* 

= DK 

. DG -1- 

DK . 

GK 

mithin 

AD*- 

-- DK* 

= AB 

. AE — 

•DK. 

GK 


AD*- 

-DK* 

= AK* (87, i 

2), 


folglich 


AK* 

= AB, 

AE — 

•DK . 

GK 


Zusatz. Wenn die Senkreclite nicht die Verlängerung des 
Durchmessers, sondern diesen selbst trifft, so ist das Quadrat der- 
selben grösser als das Kechtcck ans den Segmenten (AK, AB, 
Fig. 407.) der S(;)ineidcnden , und zwar um das Hcchteck aus den 
Segmenten (DK, GK) des Durchmessers, welche zwischen seinen 
Scheiteln und dein Fusspunkte der Senkrechten liegen. 

Beweis. Man ziehe AD, GF, DM, so ist 
4 AKD ~ AGDF (196), 

daher AI) : DG = DK : DF, 

folgUch AD . DF = DG . DK (202, Z. 5) 

AD . AF = AB . AE (256). 

Nun ist AD^ = AD . AF + AD . DF, 

also auch AD* = AB . .tVE + DG . DK 

DK* = DM* — KM* (87, Z. 2) 

= DG . DK ■ — DK . GK (87, Z. 1 und 89), 
also ^VD* — DK* = AB . ^LE-+-DG . DK— (DG . DK— DK . GK) 
= AB.AE-f-DK.GK, 
aber AD* — DK* = AK* (87, Z. 2), 
mithin AK* ;= AB . AE + DK . GK ; w. z. b. w. 

A n in e r k II II g. Der vorsleliciwlc SaU kaun als ciue Erwpitcriing des 250. ioi 
riiiificn Bliche aiigesoheii werden; denn ist AK eine Tangente, so wird 6K:=U, 
lind man erhall ans den .Schliissgloichimgcn des Haupt- und Zusatzes: 
AK* = AB . AE. 


493. Zieht man sowohl an die beiden Scheitel des Durchmessers 
eines beliebigen Halbkreises, als auch an einen beliebigen 
dritten Funkt Tangenten, und verbindet ihre Durchschnitts- 
punkte (D, E, Fig. 408.) mit dem Mittelpunkte, .so stehen diese 
beiden Geraden senkrecht aufeinander. 

Beweis. Man ziehe CF,' so ist ' 

AE = EF (250, Z. 4) 

AC = CF (als Kadien) 

CE = CE, 

folglich A A(.’E ACFE (50). 

Ebenso ist ACBD ^ ACFD, 
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daher ZlACE = ^ECF 

und ^BCI) == ZIFCD, 

also ^ ACE + ./ BCD = ^ ECF + ^ FCD 

= zlECD, aber 

^ ACE + ^ BCL) + ^ ECD = 2R (20) , 

folglich ./ECD = K 

und CE_LCD; w. z. b. w. 

494. Verbindet man dagegen (unter den im vorigen Satze ge- 
machten Voraussetzungen) die Durchschnijtspunkte (D, E, 
Fig. 408.) unserer Tangenten mit den Scheiteln des Durch- 
messer, so liegt der Durchschnittspunkt (L) dieser beiden 
Linien immer auf der Geraden (FK), welche man durch den 
Berührungspunkt (F) der dritten Tangente parallel mit den 
beiden erstem zieht. 


Beweis. Man ziehe FL und verlängere FL bis K, 
zu beweisen, dass FK || AE || BD. 

Da AE II BD (243 und 26, Z. 1), 

so ist ./AEL = .^^DBL (24) 

./ALE = ^DLB (22), 
folglich AAEL ~ ADBL (196), 

daher AE : BD = AL : DL, 


aber 

imd 


AE = El’ 
BD = DF 


(250, Z. 4), 


so ist 


also EF : DF = AL : DL, 

mithin FK || AE )| BD (195); w. z. b. w. 


Zusatz. 

halbirt. 

Beweis. 

daher • 


folglich 


Die Gerade FK wird in dem genannten Punkte L 


Es ist AAED~ aFLD | 

AAEB ~ AKLB ( ^ 
AErFL^DE :DF 

= AB : BK (195, Z. 2) 

= AE : KL, 

FL == KL = 4FK; w. z. b. w. 


495. Bleibt Alles wie bei den beiden vorigen Sätzen, so ist 
das Rechteck aus den beiden Stücken (EF, FD, Fig. 408.), 
in welche die dritte Tangente (DE) im Berührungspunkte ge- 
theilt wird, eine unveränderliche Grösse, wo auch zwischen A 
und B der Punkt F genommen werden möge. 
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Beweis. Da DE eine Tangente, so steht der ^dius, wo 
auch der Punkt F genommen werden möge, in diesem Punkte immer 

senkrecht auf DE (243); da ferner ECD = R (A. 4ü3) , also 

CF stets das Höhenperpendikel der Hypotenuse, so ist auch stets 
EF : FC = FC : DF (209, Z. 1) , 
daher FC* = EF . DF (202, Z. 5) , 

d. h. der constante Werth des in Rede stehenden Rechtecks ist gleich 
dem Quadrat des Radius. 

496. Die Peripherieen aller Kreise, deren Durchmesser solche 
Stücke von den an einen andern Kreis gezogenen Tangenten 
sind, welche zwischen zwei parallelen Tangenten eben dieses 
Kreises liegen, haben immer einen gemeinschaftlichen Durch- 
schnittspunkt. 

Beweis. Halbirt man DE (Fig. 408,) in G und zieht CG, 
so ist ./ECD = R (A. 491), 

folgUch CG = pE = EG = GÜ (A. 61). 

Beschreibt man daher über DE als Durchmesser einen Kreis , so 
muss derselbe durch den Punkt C gehen; da aber nach A. 493 
der Punkt F beliebig ist, so gilt dasselbe für jeden andern ent- 
sprechend beschriebenen Kreis; w. z. b. w. 

Zusatz. Dieser Durcbschnittspunkt ist der Mittelpunkt des 
erstem Kreises. 

Beweis folgt unmittelbar aus dem Beweise des Hauptsatzes. 

497. Wenn in einem Kreisviereck eine der Diagonalen ver- 
längert durch den Durchschnittspunkt der beiden Tangenten 
geht, welche man an die Endpunkte der andern Diagonale 
zieht, oder mit diesen Tangenten parallel läuft, so sind die 
Rechtecke aus je zwei Gegenseiten gleich. 

Beweis. Erster Fall. Es ist (Fig. 409.) 

^CBE = Z:BAE (247) 

^BEC = ^ BEA, 

mithin A BCE AABE (196). 

Ebenso ist ACDE AADE, 

daher AB:BC = AE:BE 

und AD : CD = AE: DE 

BE = DE (250, Z. 4), 
folgUch AB : BC = AD : CD, 

mithin AB . CD = BC . AD (202, Z. 5). 
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Zweiter Fall. Ist eine Diagonale BD (Fig. 410.) den an 
die Fiidpunkte der andern gezogenen Tangenten parallel , »o mufia 
diese letztere, AC, ein Durchmesser sein (A. 19), und es ist 
^ BOA + .^BAC = R (246 und 38) 

= ./BAO + .=dABF, 

daher ./B0.4=^ABF ' 

Z-Ahii = Z.AVB = K, 

mithin A ABC ~ A AFB, 

ebenso AADC AAFD, . , 

folglich AB : BC = AF : BF 

AD:CD = AF:DF 
BF = DF(248j, 

mithin - AB : BC = AD : CD, 

folglich AB . CD = BC,. AD (202, Z. 5); w. z. b. w. 

A II iiic I k 11 ii(! 1 . Es ist fkahgältig, welche der beiden Dinguiinlen es ist, der 
die im Salze iingegelieiie Eigenschafl ziikumiiit (A. 479, Z.). 

A II III er k II II g 2. ist eine Diagonale ein Dnrehmesser, so laiitl die andere den 
an die Eiidpiinkle der erslereii gezugenen Tangenten parallel (zweiter Fall des 
ilaiiptsatzes). 

Zusatz. Daher ist in einem solchen Kreisvierecke das Recht- 
eck aus einem Faare Gegenseiten halb so gross als das Rechteck- 
aus den Diagonaleu. 

B e w e i s. AB. CD -p BC . AD = AC . BD (276) 
AB.CD=BC.AD, 

folglich . AB . CD = BC . AD = AC . BD ; w. z. b. w. 

49B. Sind in einem Kreisvierecke die Rechtecke aus je zwei 
Gegenseiten einander gleich, so geht die VerlÄngernng jeder 
seiner Diagonalen durch den Durchschrtittspnnkt der an die 
Endpunkte der andeni gezogenen Tangenten, bder läuft ihnen 
parallel. ' ' 

Beweis. Erster Fall. (Fig. 409.) Die an B gezogene 
Tangente schneide die verlängerte AC in E. Angenommen, die 
an D gezogene Tangente ginge nicht durch den Punkt E, sondern 
träfe die verlängerte AC in irgend einem andern Punkte, etwa in G, 
so ist A AUE ~ ACBE (196), weil ^CBE = ^BAE (247), 
ebenso AADG'^ ACDG. Es verhält sich also 
AB : BC = BE : CE • ■ 

AD ; CD = DG: CG, 
aber AB . CD = AD . BC, 
folglich AB : BC = AD : CD (2U3, Z. 2) , 
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mithin 1 > BE : CE = DG ; CG. 

Aus der Aehnlichkeit der geimnnteu Dreiecke hat man ferner 
AB:BC = AE:BE 
AD : CD = AG; DG, 

daher 2 ) AE : BE = AG : DG. Aus 1 und 2 erhält man 
AE : CE = AG : CG 

AE — CE : CE = AG — CG iCG (153) 
oder AC : CE = AC : CG, • 

folglich CE = C(t , was nicht möglich ist •, es kann also die 

an D gezogene Tangente die verlängerte AC in keinem andern 
l’imkte als in E treffen, d. h. es muss die verlängerte Diagonale 
durch den Durchschnittspunkt der Tangenten gehen. Hieraus folgt 
nun , dass auch ‘die andere Diagonale verlängert durch den Durch- 
schnittspunkt der an die Endpunkte der ersteren gezogenen Tan- 
genten geht (A. 479, ’L.). 

Zweiter Fall. (Fig. 410.) Sind die Tangenten parallel, 
so muss die Diagonale AC ein Durchmesser sein (A. 19), folglich 
./ABC = ADC = R (246) 

AB : BC = AD ; CD (Vorauss. und 203, Z. 2) , 
mithin AABC AADC (198), 

daher ABAC = ACAD 

Z1BCA=A.ACD, 
folglich arc. AB = arc. AD (245), 
mithin chord. AB = chord. AD (245, Z. 5), 
folglich A ABF ^ A ADF (45) , 
also AAFB = AAFD = K (20), 

mithin BD || AE || CG. 

Da ferner AC ein Durchmesser ist , so muss AC verlängert durch 
den Durcbschuittspunkt der an B und D gezogenen Taugenten 
gehen (250); sind hingegen diese letzteren parallel, So muss auch 
BD ein Durchmesser sein, und es ist, nach dem ähnlichen Beweise 
wie der eben geführte, AC parallel diesen Tangenten; w. z. b. w 

Anmerkung. Dieser SaU ist die tinkehrung .des vurliergelieiideu. 

499 . Zieht man vom Mittelpunkte eines Kreises nach einem be- 
liebigen Punkte einer Sehne eine Grcrade , so ist das Quadrat 
derselben und das liechteck aus den beiden Abschnitten der 
Sehne zusammen so gross als das Quadrat des Radius. 

Beweis. Man verlängere CD (Fig. 411.) nach beiden Seiten * 

hin, bis sie den Umkreis in E und F schneidet, so wird der so 
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erhaltene Durchmesser EF clurclr die Sehne AB in zwei Stücke ge- 
theilt, von denen das eine DE = CE + CD 
das andere DF = CF ~ CD 

= CE — CD. 

Nun ist : AD . BD = (CE + CD) (CE - CD) (25 1 ) ' 

= CE^ -- CD® 

oder: CE^ = CD* -f- AD . BD ; w. z. b. w. 

Zusatz 1. Nimmt man den Punkt auf der Verlängerung 
einer Sehne, so ist das Quadrat der diesen Punkt mit dem Mittel- 
punkt des Kreises Verbindenden, vermindert um das Rechteck aus 
den beiden Abschnitten der Sehne, welche zwischen dem Endpunkte 
der Verlängerung und der Peripherie enthalten sind , gleich dem 
Quadrat des Radius. 

Beweis. Es ist (Fig. 411.); 

de = Cd -p Ce 
df = Cd — Ce 

aber Ad . Bd = de . df (256) 

= (Cd -p Ce) (Cd — Ce) 

= Cd* — Ce* 

oder Ce* = Cd* — Ad . Bd ; w. z. b. w. 

Zusatz 2. Verbindet man daher beliebige Punkte beliebi- 
ger Sehnen mit dem Centro, so ist das Quadrat jeder dieser Ver- 
bindenden vermehrt um das Rechteck aus den zugehörigen Sehnen- 
stücken von unveränderlicher Grösse, wie auch die Sehnen und die 
auf ihnen genommenen Punkte sich von einander unterscheiden mögen. 

Beweis ist von selbst einleuchtend aus dom Hauptsatze ; die 
constante Grösse ist das Quadrat des Radius. 

Verbindet man den ersten und zweiten Zusatz, so erhält man: 
Zusatz 3. Verbindet man beliebige Punkte beliebiger Seh- 
nen oder deren Verlängerungen mit dem Centro, so ist die alge- 
braische Summe des Quadrates jeder dieser Verbindenden und des 
Rechtecks aus den zugehörigen Sehnenstücken von unveränderlicher 
Grösse. 

500. Verlängert man. die Höhenperpendikel eines spitzwinkeli- 
gen Dreiecks über ihre Fusspunkte hinaus um die Länge ihrer 
unteren Abschnitte, so liegen die Endpunkte dieser Verlänge- 
rungen im Umfange des um das Dreieck beschriebenen Kreises. 
Beweis. Es sei G (Fig. 412.) der Durchschnittspunkt der 
Höbenperpendikel des Dreiecks ABC; es sei ferner HE = GE, 
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FK = GF, DL = DG. Man verbinde die Dreiecksspitzen mit den 
auf beiden Seiten ihnen zunächst liegenden Endj)unkten der Ver- 
längerungen, so ist: 

^BLA = ^BGA(weil AADL^AADG und ABDL^ABDG(45) 
= ^BCA-l-^GAC-l-^GBC (38) 

A.AlKJc« AGEC und ABDG.~ ACFG (196), daher 
^BCA = Z.BAG -f- zlABG, folglich; 

.^ilBLA = BAC ABC, also auch: 

^BLA + /BCA = zlBAC-l-./ ABC-(-^BCA 
= 2R (38) 

mithin ALBC ein Kreis^dereck (244, Z. 4); es muss also der um 
das Dreieck ABC beschriebene Kreis auch durch den Punkt L ge- 
hen Ganz auf ähnliche Weise zeigt man, dass ABCK, sowie 
ACHB Kreisvierecke seien, mithin also der um A ABC beschrie- 
benene Kreis auch durch die Punkte K und H gehe; w. z. b. w. 

A II III er k n II g. Der .Salz gilt auch Tiir reiht- iiiiil stiiiiipfniDkelige Dreiecke. 

Ist A BAC in A rechtwinkelig, so werden die unteren Ab- 
schnitte der Kathetenperpendikel gleich Null, während der untere 
Abschnitt des Hypotenusenperpendikels gleich diesem wird ; da nun 
BC der Durchmesser des um AABC beschriebenen Kreises, AH 
aber von diesem Durchmesser unter rechten Winkeln halbirt wird, 
so liegt auch der andere Endpunkt H von AH im Umkreise 
(A. 125). 

Ist ABAC stumpfwinkelig in A (Fig. 413.), so hat man die 
unteren Abschnitte der den beiden kleineren Dreiecksseiten zugehö- 
rigen Höhenperpendikel nicht um ihre eigene Länge zu verlängern, 
sondern auf ihnen von ihrem Fusspunkte aus abzuschneiden; es ist 
also FG = LF und GD = DK ; das zur grössten Seite BC gehö- 
rige Höhenperpendikel hingegen wird um die Länge seines unteren 
Abschnittes GE verlängert, so dass also GE = EH. Zieht man nun 
BL, AL, CK, AK, BH, CH, so ist nur zu beweisen , dass AKCB, 
ALBC und ABHC Kreisvierecke seien. 

AAGD ~ ABAE (196), 
folglich ./ABC = .zdAGD 

= ^AKD, weil AG AD ^ AK AD (45) 
aber ^ AKD -p zl AKC = 2R (20), 
mithin ABC -f- j;! AKC = 2R, 

folglich AKCB ein Kreisvierock (241, Z. 4); ähnlich ist der Beweis, 
dass auch ALBC ein Kreisviereck. 
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Ferner ist 

ADAC~ AFAB (196) 

folglich 

AACH = ADBG 


AADC = AGDB=R 

mithin 

ADAC = ABGC 


DAC + ^BAC = 2R (30), also auch 

1) ^BÜC + ^BAO = 2R. 

Nun ist ABGE^ABIIJi» 

ACGE^ ACHGl 
daher ABGE = ^BHE 

ACGE = AÜHE, 

also ^ BGE + A CGE = ^ BHE + A CHE 
oder ABGC = ABHC. Axis 1 hat man nun: 

ABHC + ABAO = 21i, 

mithin AB HC ein Kreisviereck; cs geht also der um AABC be- 
schriebene Kreis durch die Piuikte L, K und H; w. z. b. w. 

501. Zieht man von dem einen Endpunkte ( A Fig. 414.) einer 
beliebigen Sehne (AB) einen Durchmesser und fällt auf diesen 
aus dem andern Endpunkte (B) der Sehne eine Senkrechte, 
so Lst die Sehne die mittlere Proportionale zwischen jeder be- 
liebigen andern Sehne (AE), die von jenem ersten Endpunkte 
ausläuft, und dem Stück (AG) derselben, das zwischen eben 
diesem Endpunkte und jener Senkrechten liegt. 

Beweis. Man ziehe BD und BE, so ist: 

•ADBA = K (2 46), daher 
ABDA + ABAD = K (38) 

= ABAD + AABF (38), weil ABFA = R(V.) 
folgUch ABDA = AABF oder AABG 
ABDA = ABEA (244, Z. 1) 
daher AABG = ABEA 

ABAG = ABAE 

folglich AABG «« AAEB (196), demnach ist: 

AE : AB = AB ; AG; w. z. b. w. ; 

502. Halbirt man die sechs [Winkel, welche die drei Paare zu- 
geordneter Seiten eines Kreisvicrecks bilden, so erhält man in 
den Halbireuden zwei Temionen von Parallellinien. 

Beweis. Es sei (Fig. 415.) ADFH = AHFC und AAGK 
= AKGB, ferner AAES = ASEZ, so sollen die Halbireuden 
FH, KL, ES einander parallel sein; elxenso MN || EP H FR, die 
andere Ternion von Winkelhalbirenden.' 
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Es ist DPH = ^ RFC i 

und ^ AGK = / BGK ! ' 

folglich : arc. DH — arc. A J = arc. HL + arc. CL — arc. BK — arc. KJ 
(A. 440), ferner: 

arc.CL + arc. AJ-f-arc. KJ'= arc. DH arc. HL + arc. BK (A. 440, 

Z. 2). Durch Addition dieser beiden Gleichungen erhalt man; 
arc. KJ = 2 arc. HL ■ — arc. KJ 


mithin arc. KJ = arc. HIj, 

folglich HF II KL (245, Z. 4). 

Auf ähnliche Weise zeigt man, dass auch: 


MN II EP, 

Da aber die Winkel um G durch' KL und MN halbirt sind, 

so ist : KL _L MN (A. 8) 

mithin auch: FH JL EP (25) 

und da ES _L EP (A. 8), 

so ist FH II ES II KL (26, Z. 1). 

Aus ähnlichen Gründen ist auch: 

EP II FR II MN; w. z. b. w. 


503. Ist der Umfang eines Kreises in eine beliebige gerade 
Anzahl gleicher Tlieile getheilt, und man verbindet ein Paar 
gegenüberliegender Theilpunkte mittelst eines Durchmessers, 
von den übrigen Theilpunkten aber je z'U'ei solche, welche 
gleich weit von demselben Scheitel dieses Durchmessers ent- 
fernt sind, durch Sehnen, so verhält sich der Durchmesser zur 
Summe aller dieser Sehnen, wie die beiden Sehnen (AD, AF 
Fig. 416.) zu einander, welche man von einem Scheitel des 
Durchmessers nach dem nächsten und nach dem fernsten Theil- 
punkte zieht. 


Beweis. Man ziehe EJ, FH, BG, BF, so ist, da nach 
Voraussetzung die Bogen zwischen den Theilpunkten einander gleich 
sind, AD H EJ || FH || BG 

und DJ II EH II FG 

Hieraus folgt für sämmtliche Dreiecke wie AKD, KLJ n. 's. w. 
die Gleichheit ihrer Winkel, und da ferner 
arc. AD = arc. A.I 


(245, Z. 4). 


und arc. DEFB = arc. JHGB (V.) 

so ist: ./AKD = H (A. 427), 

die genannten Dreiecke sind also auch rechtwinkelig; da ferner 
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auch AAFB in F rechtwinkelig (246) und ./FAB = ^ADJ = 
Z.AV>K (244, Z. 1), so ist: 

AAFB ~ AAKD ~ AKLJ ~ ACLE~ ACMH-« AMFN~ ANGB 
> Demnach verhält sich: [(196). 

AK : DK = KL : KJ 
= CL : CE 
= CM : CH 


= MN : NF 
= BN : NG, 

folglich : AK : DK = KL + CL + CM 4-MN + BN:KJ + CE + 

CH + NF+NG (158 und 148), 
oder: AK : BK = DK : KJ + EH + FG (151) 

AK + BK: AK = DK + KJ + EH + FG : DK (153), 
d. i. AB : AK = DJ + EH + FG : DK, oder 

AB: DJ+EH+FG = AK:DK (151) 

= BF : AF 

aber arc. BF = arc. AD (V.) 

mitliin ehord. BF = chord. AD (245, Z, 5), folglich: 

AB : DJ -f- EH + FG = AD : AF ; w. z, b w. 

504-. Zieht inan von einem der Durchschnittspunkte (A Fig. 117.) 
zweier sich schneidender Kreise in jedem derselben eine Sehne 
(AB, AD) BO, dass ein Stück derselben (AE, AF) Sehne des 
andern Kreises ist, so verhalten sich die beiden übrigen Stücke 
(EB, FD) wie die beiden Sehnen (GE, GD) des einen oder 
des andern Kreises (GB, GF), die von dem andern Durch- 
schnittspunkte (G[ nach den Endpunkten der vorher genannten 
Sehnen gezogen werden. 

Beweis. ^GBA + ZI GFA = 2E (275) 

= zIGFA-fZIGFD (20) 

folglich : ^ GBA = ZI GFD 

oder: ^GBE = ^GFD. 

Ebenso ist: Z.GEB = Z.GDF, 

daher A GBE ~ A GDF (196, Anmk. 1). 

Es verhält sich also : EB : FD = GE : GD 


= GB : GF ; w. z. b. w. 

505, In jedem spitzwinkeligen Dreiecke ist das Quadrat jeder 
Seite vermehrt um das Quadrat vom obem Abschnitte des zu 
ihr gehörigen Höhenperpendikels gleich dem Quadrate des 
Durchmessers des um das Dreieck beschriebenen Kreises. 
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Beweis. Man ziehe den Durchmesser BD (Fig. 418.), ziehe 
AD, CD. Fällt man ferner die Höhenperpendikel AF und CE und 
zieht BG, so ist BG der obere Abschnitt des zu AC gehörigen Hö- 
henperpendikels (A. '.'‘J). Nun ist 

zlBAD = 4-BCD = K (246), . 


daher 

AD 11 CE 1 
CD II AF j ^ 

also : AGCD 

ein Parallelogramm, 

folglich : 

AD = CG j 
CD = AG 1 

Aber : 

BD* = AB*-F AD* (87) 


= AB* 4- CG* 

ebenso : 

BD* = BC*-fAG*. 

Ferner ist : 

AC* = AE*H- CE* (87) 


= AG* — GE* -F BC* — BE* (87, Z. 2) 

BG* = BE* + GE* (87), 
mithin AC* + BG* = AG* + BC* 

= BD*; w. z. b. w. 

A II tn er k u II g. Unser Sntz gilt niicli für recht- und stiiiniifninkellge Dreiecke. 

Im rechtwinkeligcn Dreieck ist die Hypotenuse ein Durch- 
messer ; der obere Abschnitt des Hypotenusenperpendikels ist gleich 
Null und das Quadrat der Hypotenuse sich selbst gleich; die obern 
Abschnitte der Kathetenperpendikel werden zu den ganzen Kathe- 
ten, man erhält also den pythagoräischen Lehrsatz. 

Für das stumpfwinkelige Dreieck ist der Beweis analog dem 
fiir das spitzwinkelige. 

506. Die durch die Halbirungspuukte der obern Abschnitte 
der Winkelhalbirenden eines Dreiecks gezogenen Senkrechten 
bilden bei liinreichender Verlängerung ein Dreieck, dessen äus- 
serer (d. h. um dasselbe beschriebener) Kreis von gleicher 
Grösse mit dem Kreise um das Urdreieck ist. 

Beweis. Man verlängere (Fig. 419.) die Winkelhalbirenden, 
bis sie die Peripherie des um das Dreieck ABC beschriebenen 
Kreises in D, E, F schneiden, verbinde alsdann diese Durchschnitts- 
punkte untermnauder, so hat man nur zu beweisen, dass die Seiten 
des so entstandenen Dreiecks DEF die oberen Abschnitte der Wiii- 
kelhalbirenden unter rechten Winkeln halbiren. Man ziehe C!E, 
CD, so ist: BED = ^ÜAD (244, Z. 1) 

= z/ DAC (V.) 


Digitized by Google 



«2 


Vierter Abschnitt. 


= ZlDEC (244, Z. 1), 

„,1er 1) f4ED =*= ./ DEC 

ADE = ABE (244, Z. 1) 

'= zlEBC (V.) 

EDC (244, Z. 1) 

oder 2) ^CDE = .silEDC. Aus 1 und 2 bat man; 

AGDE^ ACDE (46) 
daher GE = CE 

und da:- AGEH = ACEH, 

so ist: DE ACG j/. ^ 

und GH = CH = 'CG I . 

Auf analoge Weise zeigt man, dass auch FE und FD die ohern 
Ah.schnitte der Winkelhalbirenden unter rechten Winkeln halbiren; 
w. z. b. w. , 

507. Die Gerade, welche den Ilalhirungspnnkt einer Seite eines 
Dreiecks mit dem IIalbirnng.spunkte des ohern Abschnittes von 
dem zu dieser Seite gehörigen Höhenperpendikel verbindet, ist 
gleich dem Halbmesser des nussern Kreises. 

Beweis. Es sei (Fig. 420.) E der Halbirungspunkt des 
obem Abschnittes des zur Seite BC gehörigen Höhenperjjendikels, 
D der Halbirungspunkt der Seite BC Man ziehe den Durchmes- 
ser AK.T, den Radius BK und die Gerade DK, so ist ABDK = 
R (248). Ferner ist nun: 

AJ* = BC*-l-AG» (A. 505) 

AJ* = 4AK* I 

BC^ = 4BD* (74, Z. 1), 

AG* = 4AE* 1 

folglich AK*= BD*-(-AE* 

AK* = BK* (als Quadrat von Radien), 
also BK*=BD*-hAE* 

BK* = BD* -F DK* (87), 
mithin AE = DK, 

aber auch AE || DK (26, Z. 1) 

folglich ED = AK (54), w. z. b. w, 

Anmerkung. l>er verstellende Salz kann als eine VerallgemejiioroBg angesehen 
werden von der Eigenschaft des rechlwiiikcligcn Ihciecks (89, Z.), dass die 
Gerade, welche den llalbiriingspiinkl der Hypotenuse mit iler Spitze des rech- 
ten Winkels verliiudet, gleich der halben Hypotenuse, oder, da die Hypotenuse 
gleich dem Durcliuiesser des um das Dreieck bescliriebeuen Kreises, gleich dem 
Hadius desselben ist. Etir das zur Hypotenuse gehörige Höheuperpeudikel wird 
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der obere Ahschnitl gleich NiiM, und die in Rede stehende Verbindende wird 
sonach der Hmlius seihst. In RelrefV der Kalheleti aber ist je<ie der obere Ah- 
schiiiU des zur andern kulhcte gehörigen llöhenperpendikcU ; den Halbinings- 
punkl des oberen Abschiiiltcs des Hoheitperpendlkcls mit dem Halbiningspunkt 
der ziigehörigeu Suite verhinden heisst also weiter iiiclits« als: die llalbiriings- 
punkte der Katheten verbinden, und diese (ierade ist gleich der fialhen Hypo- 
tenuse (A. 31, Z.) oder gleich ilem Radius des mnsehriehenen Kreises. 

508. Die drei Kreise, die so bescliaffen, dass die Kreislinie 


eines joden durch zwei Ecken und den Höhendnrclisclmitt des- 
selben Dreiecks geht, sind unter einander und dem um das 
Dreieck beschriebenen Kreise gleich. 

Beweis. Verbindet man (Fig. 421.) die Mittelpunkte der 
drei Kreise durch gerade Linien, so balbirt eine jede dieser Axen 
die gemeinschaftliche Sehne je zweier zugehöriger Kreise unter rech- 
ten Winkeln (264); daher ist, wenn man nocliTH, EH, DH zieht: 


;| (244 und 245, Z. 1) 


^ÜFH = Z.BAH{ 

ZLODU = ^BCH! 
aber: ^BA\l = ZI BGH (38, Z. 2), 

weil ZIMHA = ZlJHC (22), AMH = .ZH.JC = R (Constr.), 
folglich ZlOFH = ZlODH 

mithin FH = DH ; auf ganz ähnliche Weise zeigt 

man, dass auch: 1) EH = FH = DH. 

Zieht man ferner die Axe GD eines der drei Kreise und des Krei- 


ses um AABC und den Radius GB des letzteren, sowie den Ra- 
dius DB des Kreises D, so ist: 

Z.OBJ = zlJDL (38, Z. 2), 

weil ZIOJB = ZII^D (22), ZlBOJ = ZlJLD = R (Constr.), 
.ZBCH= ZlBDO (244 und 245. Z. 1). 

Aber .ZOBJ oder ./IIBJ = .^HAK (33, Z. 2), 
weil ^BHJ = Z.AHK (22), ZlBJH = ZlHKA = R (Constr.), 
Z.BCH = Z. BAH, wie dies weiter oben be- 
reits gezeigt; ZLJDL-|-^BDO= ZI HAK -F Z.BAH, 
oder ./BDG = z:bAC 

und da Z.BAC = ZlBGL (244 und 245, Z. 1) 

= ^BGD 


seist: .ZBDG = ZlBGD 

folglich GB = DB (52) 

= DH (als Radien), 

mithin wegen 1 : 

GB = DH = EH = PH; w. z. h. w. 
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509. Zieht man von einem Punkte (A Fig. 422.) ausserhalb 
eines Kreises an denselben zwei Berührende und zwei Schnei- 
dende , von denen die eine durch den Mittelpunkt geht , und 
verbindet den ])urchschnitt.spunkt (H^ zwischen dieser und der 
Beriihrungssehne (BI)) mit den Punkten (F, G), in denen die 
andere Schneidende (AF) dem Umkreise begegnet, so wird der 
von diesen beiden (ieraden gebildete Winkel (FHG ) durch die 
Beriihrungssehne halbirt. 

Beweis. Da AE ein Durchmesser, AB und AD Tangenten, 
so ist: Z.BAH = .^IIAD (250) 

folglich ABAH^ ADAH (45) 

daher Z.BIIA = DHA = 11 (20). . 

Man falle GN _L AE und FM _L AE, so ist: 

41D II GN li FxM (26, Z. 1), 
folglich: AF ; KF = AM : HM I x. qt >. 

AG:GK = AN:NUr^^^> 


aber : AF : KF = AG : GK (260), 

mithin AM : UM = AN ; N H. 

Es ist also AM in N und II luirmonisch getheilt ; es sind demnach, 
wenn man noch GM zieht, AGF, GN, GH und GM Hannonikalen 
( A. 332). Verlängert man nun FM und GH , bis sie sich in J 
schneiden, so ist: FM = M.I (A. .33;}), weil FM 1| BD und AH, 

GH, BD, FH Hannonikalen. Da aber FJ mit dem einen End- 
punkte F im Umkreise liegt und vom Durchmesser LE unter rech- 
ten Winkeln halbirt wird, so liegt auch der andere Endpunkt J 
im Umkreise (A. 425). Nun ist 

AHFM^AILJM (45) 


folglich 

aber 


A.1LFJ = /.HJF 
AHFJ. = -/BHF 
^HJF = ^GHF 


(24), weil FJ II BD, 


./BHF = zlGHF = ' -/FHG; w. z. b. w. 


mithin 

510. Bleibt Alles wie beim vorigen Satze, so ist auch das 
Rechteck aus den beiden Geraden, welche den Halbirungspuukt 
der Mittelsehne mit deii Durchsehnittspunkten der anderen 
Schneidenden verbinden, gleich dem Quadrate der halben Mit- 
telsehne. (Fig. 422.) 

Beweis. Man ziehe GE mid FL, so ist: 

./ BHG -P-^GUL = Z.BHF + Z.FUE = R (S. Bew. zu A. 509) 
./BUG = ZIBHF (A. 509), 


Di> - ‘ 
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= -s^FHe 

und daher auch: ,^FHL = ZlGHE 

arc., FE = arc. EJ ('248^ 

mithin : ^FLH = ZlEGH (244, Z. 1), 

folglich ist: AFIIL «w AEHG (196, Anmk.) 

also: FH : EH = HL: GH 

und daher: FH : GH = EH : HL (203, Z. 3) « 

= BH- (252); w. z.'b. w. 

511, Zieht man in einem Kreise einen seiner Durchmesser und 
von einem beliebigen Punkte desselben, der nicht der Mittel- 
punkt ist, nach dem Umkreise Linienpaare, so dass jedes zu- 
sammengehörige Paar in demselben Halbkreise liegt und mit 
dem Durchmesser gleiche Winkel bildet , so haben die Gera- 
den, welche die En^lpunkte dieser Liuienpaarc verbinden, bei 
hinreichender Verlängerung stets einen gemeinschaftlichen 
Durchschnittspunkt. (Fig. 422.) 

Beweis. Man ziehe durch den auf dem Durchmesser LE 
genommefuen Punkt H die Sehne BD A LE , an die Endpunkte B 
und'D derselben Tangenten, die man bis zu ihrem Dur<fhschnitt 
in A ..verlängert, so ist dieser Durchschnittspunkt der gemeinschaft- 
liche Durchschnittspunkt aller der in Kede| stehenden Geraden, wie 
GF, welche die _ Endpunkte des Linienpaares GH und FH, das mit 
dem Durchmesser LE die gleichen Winkel OHL und FHE bildet, 
verbindet. Zieht man demnach AG, so ist zu beweisen , dass AG 
und GF eine einzige gerade Linie sind. Wäre dies nicht der Fall, 
fieje die Verlängerung von AG nicht mitiGF zusammen, sondern 
B^e etwa wje GZ, .so ziehe man HZ, alsdann w;äre: 

AGHB = ^BHZ (A. 509) 

A GHB -P GHI. = ^ BHZ ,+ A ZHE = K (Constr.) 
mithin: AGHLt=ZlZHE 

aber: ^GHL = A^HE (V.) 

folglich : ZHE = A FHE, was nicht möglich ; es muss 

also die Verlängerung GZ mit GF zusammenfallen, d. h. FGA eine 
einzige gerade Linie. sein, oder, ,was auf- dasselbe hinausläuft, die 
verlängerte FG muss durch de,n Pupkt ^ gehen. Aehnlich ist der 
Beweis für jede andere Gerade, i^jelche ,die Endpunkte oben näher 
bezeichneter Linienpaare verbindfet; w. z. b. w. 

,.512. ,pieibt;.dU®®''”’i® 'l’**<'^®” drei (Vorhergehenden Sätzen, und 
man zieht noch die Halbmesser (CF, CG) nach den Durch- 

de Niem, Beweise end Auficisnngen. II. 5 
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schnittspunkten (F, G) der zweiten Schneidenden, so bilden 
diese mit den von eben diesen Punkten nach dem Halbirungs- 
punkte der Berübrungsschne gezogenen Geraden Winkel (CFH, 
CGH), die nicht nur unter einander, sondern auch dem Win- 
kel (FAE^ gleich sind, welchen die beiden Schneidenden mit 
einander machen. (Fig. 422.) 

Beweis. ^GIIF = ^HFJ ^HJF (38) 
und da ..illlF.J = .^H.TF (vgl. den Beweis zu A. 509), 

so ist ./GIIF = 2^HJF 

= ^GCF{2U) 

oder ^GHO = ^OCF 

^GOn = Z.FOC (22) 
mithin 1) -/CGH = ZICFII (38, Z. 2). 

Ferner ist FHE = .^GIIA (vdfgl. Beweis zu A. 510) 

.^GHA-J- ^GAH = ^FGJ (38), daher auch; 

FHE -p Z. G AH = zl FGJ 

= ZFCE (244 u. 245, Z. 1) 

= ZFHE -p ZHFC (38), mithin : 

ZGAH oder ZFAE = ZU FC 

= ZHGC (wegen 1); w. z. b. w. 

513. Zieht man durch den Halbirungspunkt (H Fig. 422.) eines 
Halbmessers (CL) eine Sehne (BD) unter rechten Winkeln, 
an deren Endpunkte Tangenten, die man bis zum gegenseiti- . 
gen Durchschnitt verlKngert, und von diesem Durchschnitts- 
punkte (A) eine beliebige den Kreis schneidende Gerade (AF), 
so ist das innerhalb des Kreises liegende Stück derselben (FG) 
doppelt so gross, als der Unterschied der beiden Geraden (FH, 
GH), welche die Endpunkte dieses Stücks mit dem Halbimngs- 
punkte des Halbmessers verbinden. 

Beweis. Es ist 

ZFAH = ZCGH (A. 512) 

und da ZGHL = ZFHC (vergl. Beweis zu A. 510), 

so ist auch: ZFHA — ZGHC 

mithin AAHF e« AGHC (196, Anmk.), 

daher AF : FH = GC : CH 

CH = ^CG (V.) 

folglich 1) FH = ^AF . 

Aus der Aehnlichkeit der Dreiecke AHF und GHC liat man ferner : 
AH : FH * GH : CH, 
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oder : AH : GH = FH : CH 

^GHA = ^FHC (wie schon oben gezeigt), 
folglich : A AGH ~ A FCH (1 98) 

daher: AG : GH = FC: CH 

CH = ^FC (V.), 

folglich 2) GII = |aG. 

Aus 1 lind 2 hat man nun: 

FH — GH = 4(AF — AG) 

= ^FG; w. z. h. w. 

Durch Verallgemeinerung des vorstehenden Satzes erhält man 
folgenden Satz: 

513h, Theilt man den Halbmesser eines Kreises in zwei Stücke, 
die sich zu einander verhalten, wie die Zahlen m und n (also 
CH : IHj = m : n Fig. 422.), zieht durch den Theilpunkt eine 
Sehne unter rechten Winkeln, an deren Endpunkte Tangen- 
ten, die man bis zum gegenseitigen Durchschnitt verlängert, 
so verhält sich jede Sehne, die so gezogen wird, dass sie, ver- 
längert, durch den Durclisf hnittspunkt der Tangenten geht, zu 
dem Unterschiede der beiden Geraden, welche ihre Endpunkte 
mit dem Theilpunkte des Halbmessers verbinden, wie m-l-n:m. 
Beweis. CH : HL = m: n (V.) 
daher CH -J- HL : CH = m-l-n:m(153) 
oder 1) CL : CH = m -H n : m. 

Aus dem Beweise zu A. 513 hat man aber: 

AF : FH = GC : CH 

‘ a=m-l-n:m (weil GCseCL als Radien) 

und AG : GH = FC : CH 

= m -f- n : m (weil FC=CL als Radien) 
also auch . AF : FH = AG : GH 
oder AF : AG = FH : GH (15 1 ) 

daher: AF — AG:AF= FH — GH: FH (153) 

oder: AF— AG : FH— GH = AF : FH (151), 

d. i. FG : FH GH = AF : FH. Aus 1 hat man demnach : 

• FG : FH • — ■ GH = m -|- n : m ; w. z. b. w. 

514. Zieht man durch den Halbirungspunkt (D Fig. 423.) einer 

Sehne (AB) eine zweite (EF), die nicht senkrecht auf ihr steht, 
und an die Endpunkte dieser zweiten Tangenten, so sind die 
durch diese letzteren begrenzten Verlängerungen (AG, BH) der 
ersten Sehne von gleicher Länge. 

5 * 
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Beweis. Man ziehe CG, CH, CE, CF, so ist 
GEK = R ('243) 

= ’.i£KDC (248) 
zlEKG = ^'BKC (22), 

folglich AEK6 ~ ACDK (196, Anmk.), 

daher GK ; EK = CK : DK 

mithin 1) GCDE ein Kreisviereek (251, Z. 4). 

Fenier ist .ACDH = R (248) 

*= ^CFH (243), 
also CDH + CFH = 2R, 

daher ^DCF + DHF = 2R (104) , 
folglich 2) CDUFiOin Kreisviereck (244, Z. 4). 

Ferner ist CE = CF (als Radien), 

folglich 3) ^CEF = ./CFE (51). 

Aus 1, 2 und 3 hat man nun 

^HGC = ^CEF (244, Z. 1) 

= ^CFE 



= z^CHG (244, Z.l), 

mithin 

CG = CH (52), 

folglich 

GD = DH (51,Z.A) 


AD = BD (Vorauss.), 

daher 

GD.-AD«=DH — BD 

oder 

. AG = BH; w.'z. b. IW. 


515. Verbindet man die Fusspunkter der Höheuperpendikel «ines 
spitzwinkeligen Dreiecks und beschreibt um das so entstandene 
Dreieck einen Kreis , so geht dessen Umkreis durch die Hal- 
birungspunkte der Seiten des lUrdreiecks (Fig. 424.). 

Beweis. Es seien ,D, E, F die Fusspunkte der Höhen- 
perpendikel des Dreiecks ABCtund H, J, K’die Punkte, in wel- 
chen der um das Dreieck DEF ' beschriebene t Kreis die Seiten. 'des 
Urdreiecks schneidet. Man' ziehe ' HJ, KJ, HI^, so ist 
ABFC ~ ABDA (196), 
daher 1) • AB } BC = BD : BF. . 

Ferner ist ßH .,BF = BD . BJ (256) , 

folglich BH : BJ = BD : BF (203, Z. 2). : . 

Aus 1 hat man nun AB : BC = BH : BJ, 

mithin .H,I,.|1 AC (195). 'Auf ..ähnliche Weise 

zeigt man , dass KJ ’ || AB 

HK .Ii BC. 
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Es sind also AHJK, BHKJ, CKIIJ Paralledogramme, 
folgikb KJ = AH = BH = 

ebenso BJ = GJ == ^ßC 

und CK=c: AK=^AC ; w. z. b. w. 

516 . Die JWphene des im vorigen Satze genannten Kreisep. 
geilt such durch die Halhirungspunkte der obern Abschnitte' 
von den Hübenperpendikeln des Urdteiecks (Pig- 424.}. 

Beweis. Man ziehe LF, so sind BFGD und CEGD Kreis' 
vieorecke (2i4i, Z. 4), folglich 

^FBG = .^FDG 1 

aber FBG = .^tlECG (38, Z. 2),, 

weil ^FGB = ZIEGC ( 22 ), ^BFG*./GEC=li(V.), 

fo^licb; .^FDG, «i^EDG = ^i'BG 

oder 2./FBL = Z,FDE 


= ^FLG (244, ,Z. 1) 

» Z.FBL BFL (38), 
mithin ^FBL — ..ilBFL, 

daher BL = FL (52) 

BFL +^LFG =« R (Vorauss.) 

= ^FBL + ^FGL (38) , 
folglich ..^LFG 3; .^FGL, 

mithin GL = FL 


= BL = iBG. 

Ganz ähnlich ist der Beweis für die beiden andern in Rede 
stehenden- Durchschnittepunkte. 

517 . Der Halbmesser des genannten Kreises ist halb so gross 
als der Radius vom äussern Kreise, des Urdneiecks (Fig, 424.). 

Beweis. Man ziehe den Radius MC des Kreises um A ABC, 
ziehe ferner HN, so ist HFN = R (Constr.) , 
folglieh HiN mu Durchmesser- des Kreises um ADEF (244, Z. 3)i 
aber BH = AH (A. 515) 

GN = CN (A. 5 IG), 
mithin ' HN = CM (A. 507). 

Da aber HN der Durchmesser des in Rede stehenden Kreises, so 
ist sein. Radius 3 ; ^CM-, w; z. b. w. 

518... , Fällt man in einem spitzwinkeligen Dreieck die Höhen- 
perpendikel, verbindet deren Fusspmikte und beschreibt um 
jedes der vier Dreiecke, in welche dadurch das Urdrrieck zer- 
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legt wird, einen Kreis, so liegen die Mittelpunkte der drei zu 
den äusseren Dreiecken gehörigen Kreise in der Peripherie 
des Kreises, der um das mittlere beschrieben ist. 

Beweis, (Fig. 424.) Es istBDGF m Kreisviereck (Constr. 
und 244, Z. 4), BL = FL = GL (A. 516 u. A. 61). 

Mithin ist L der Mittelpunkt des um BDGF, beschriebenen Kreises 
(249, Z.), also auch der Mittelpunkt des um ABFD beschriebenen, 
als desselben. 

Aehnlich ist der Beweis ftir die um die Dreiecke DEC imd 
AFE beschriebenen Kreise; w. z. b. w. 

519, Der Mittelpunkt (0, Fig. 424.) des Kreises, dessen Peri- 
pherie durch die Fusspunkte der Höhenperpendikel eines spitz- 
winkeligen Dreiecks geht, liegt mit dem Mittelpunkte (M) des 
zu letzterem gehörigen äusseren Kreises und , dessen Höhen-, 
durchschnitt (G) in einer geraden Linie, und zwar in gleicher 
Entfernung von ihnen. 

Beweis. Man ziehe MH, GH, MN, so ist 
MH_LAB (248), 

mithin MH || CF (26, Z. 1) 

MH = CN (vergl. Beweis zu A. 507) 

= GN(A.516), 

folglich GHMN ein Parallelogramm (54 und 55) , 
daher ist 1) GH = MN (56), 

2) AGHO = AONM. 

Da ferner HN ein Durchmesser des um A DEF beschriebenen 
Kreises, weil AHFN = R (244, Z. 3), 0 aber dessen Mittelpunkt, 

so ist 3) HO = NO (als Radien); 

zieht man nun GO und MO, so ist wegen 1, 2 und 3 
AHGO^AMNO (45), 
folglich GO = MO, 

d. h. die Punkte G und M liegen gleichweit vom Punkte 0 entfernt, 
und AHOG = AMON 

AHOG-+- AGON = 2R (20), mithin 
AMON-f-AGON = 2R, 
folglich GOM eine gerade Linie (21); w. z. b. w. 

520, Ist in einem Dreieck (ABC, Fig. 425.) das Quadrat einer 
Seite (AC) gleich dem Quadrat einer zweiten (BC) vermehrt 
um das Rechteck aus eben dieser zweiten und der dritten, so 
ist der von der ersten und dritten Seite eingeschlossene Winkel 
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(BAC) dreimal so klein als der der dritten Seite gegenüber- 
liegende Aussenwinkel (BCD). 

Beweis 1. Man beschreibe aus C als Mittelpunkt mit AC 
als Halbmesser einen Kreis, verlängere BC nach beiden Seiten, AB 
und AC über B und C, bis sie den Umkreis treffen; ziehe CH, 
errichte auf GE in B die Senkrechte BF und ziehe CF, so ist 
AC* = CF* 

= BC*-»-BF* (87) 

= BC*-f-BE.BG (252) 

= BC*-1-AB.BH (251) 

AC* = BC* -F AB . BC (Vorauss.) , 
folgUch BH = BC, 

mithin ^HCB = ^CHB (51), 

jind da CH = AC (als Kadien, , 

so ist ^CHB = ^BAC = ^ECB 

oder 3,/BAC = -/BAC-f--ilHCB-f-^CHB 

= ^BAC-F^ABC (38) 

= ^BCD (38); w. z. b. w. 

Einfacher ist folgender 

Beweis 2. AC* = BC* + BC . AB (Vorauss.) 

AC* = BC* -F BH . AB (A. 499), 
folglich BH =s BC u. s. w. wie oben. 

521. Zieht man von einem der Scheitel (A) eines Kreisdurch- 
messers (AB, Fig. 426.) ein Paar beliebiger Sehnen (AD, AE), 
verbindet ihre Endpunkte, verlängert diese Gerade bis zum 
Durchschnitt mit der an den andern Scheitel (B) des genann- 
ten Durchmessers gezogenen Tangente (in F) und zieht von 
diesem Punkte (F) eine Gerade durch den Mittelpunkt, so sind 
die Stücke (CJ, CK) derselben , welche zwischen dem Mittel- 
punkte und den beiden zuerst genannten Sehnen liegen , von 
gleicher Länge. 

Beweis. Man ziehe EO N FH , fälle CL _L DE , ziehe BL, 
BE, LM, se ist .^CLP = R (Constr.) 

‘ =l£PBF(243) 

^LPC = ^BPF (22), 

folgUch ALPC ~ ABFP (196), 

daher CP : LP *= FP : BP, 

mithin 4JLBF ein Kreisviereck (251, Z. 2), folglich 
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^LCF +^LBC+ ^CBF = 2R (275) 
^CBF = R, 


also z:lcf+^lbc = r 


= ^ LCF -+- ^LFC (38), 

mithin- 

./LBC =t=^LFC 


= ^LEÜ (24) 

oder 

./LBP=./PEM 


^LPB =^MPE (22), 

folglich 

ALBP ~ AMEP (196, Anmk.), 

daher 

LP:BP =bMP:EP 

mithin 

BLME ein - Kreisvibreck (261, Z. 2), 

folglich 

zü MLE = ^ MBE (244, Z. 1 ) 


==./ABE 


= ./ ADE'(244, Z. 1) 

mithin 

. ML II AD (26), 

nnd da 

DL = LE (248) , 

so ist auch 

1) OM = ME (63, Z.). 

Da ferner 

OE ’||- HP, 

BO ist 

A AMO ~ A AOK , 

und 

A »MT. A »T1T 1 (2-1 und 196), 

aame~aaej I 

daher 

OM : KC = AM : AC 


ME : C.J = AM : AC, 

also auch 

OM : KC = ME : CJ, 

wegen 1 mithin 

KC = CJ; w. z. b. w. 

522. Die Fusspunkte der drei Senkrechten, die man aus einem 

beliebigen Punkte der Peripherie des tim ein Dreieck beschrie- 

benen Kreises auf dessen Seiten lilllt, liegen in einer geraden 

Linie. 


B e w ei s. 

Man fälle aus D (Fig. 427.) DG_L AC, DF_LBC, 

ziehe GF, verlängere GF, bis sie die verlängerte AB in E schnei- 

det, ziehe DE, 

so ist der Satz offenbar erwiesen, wenn dargethan 

wird, dass DE _L AB. Man ziehe BD und CD, so ist 

z/ABD -p./ACD = 2R (275) ‘ 


= .il ABD 4- EBD (20) ; 

mithin 

1) ^ACD'=./EBD. 

Ferner ist 

zlDFH CGH = R (Constr.) 


zIFHD =.AGHC (22), 

folglich 

AFHD ew AGHd (196, Anmk.), 

daher 

FH:DH=GH:CH, ' ' 
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OHtbin CDFG ein Kreisviereck (251, Z. 2), 

folglich ^ GFD + ZI GCD = 2R (275) 

= ^ GFD + ^ EFD (20) , 

mithin Z.GCD=Z1EFD, und wegen 1 ist nun 

auch .Z EBD = Z KFD. 

Hieraus folgt aus ähnlichen Gründen, wie so eben beim Viereck 

CDFG , dass BEDF ein Kreisviereek, 

daher Z BED + Z BFD = 2R (275) , 

aber Z BFD = R (Constr.) , 

mithin ZBED = R, 

ako Dp] Z AB ; w'. z. b. w. 

-523. P’ällt inan aus einer der Spitzen (D; F'ig. 428.) eines 
Kreisvierecks, in welchem sich die Diagonalen unter rechten 
Winkeln schneiden, auf die von der Gegenecke (B) auslaufen- 
den Seiten Senkrechte, so liegen nicht nur deren Phisspunkte 
mit dem Durclischnittspunkte der Diagonalen in einer geraden 
Linie, sondern es sind auch die zwischen den Diagonalen ent- 
haltenen Stücke dieser Senkrechten einzeln gleich denjenigen 
Vierecksseiten, mit denen sie zwar von demselben Endpunkte 
der Diagonale auslaufen , aber auf verschiedenen Seiten der- 
selben liegen (DH = DC, DJ = DA). 

Beweis. Da DE Z AC 1 

DG Z BC i (Constr.), 

• DF Z AB I 

der Punkt D aber im Umfange des um AA^C beschriebenen 
Kreises lieg^, so liegen die Fusspunkte G, P], F der Senkrechten 
in einer geraden Linie (A. 522) .... 1. 

. P’erner sind BGDP’ und CGDE Kreisvierecke (Constr. u. 244, Z. 4) 
folglich' ZBDF = ZBGF (244, Z. 1), 

öder ZEDH = ZCGE 

= ZCDE (244, Z. 1), 

und da DE Z CH, 

so ist 2) CD = DH (A. 35, g). 

Ferner ist ZDEJ ZBGD = R (Constr.) 
ZJDE=ZGDB, 

folglich Z DJE = Z GBD (38i Z. 2) 

oder ZDJA==ZCBD 

= ZCAD (244, Z.l), 

' folglich 3) DJ =»> DA (52); w. si. b; w. 
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524. Wenn von zwei Sehnen (AD, AH, Fig. 429.), die beide 
von demselben Punkte (A) auslaufen, die eine (AH) den Supple- 
mentarbogen (DHB) der andern (AD) balbirt, so ist sie die 
mittlere Proportionale zwischen dem um die andere Sehne (AD) 
verlängerten Durchmesser und zwischen dem Badius. 

Beweis. Man ziehe BD, so ist 

arc. DH = arc. BH (Vorauss.) , 

Z1DAH = ./HAB (245) 

./ADN = R 

= ^AHB I 

A ADN ~ AAHB (196, Anmk.), 

AN : AD = AB : AH, 

AN2;AD^= AB*:AH^ (155, Z. 1), 

AN^:AD»= AB;i(AB + AD) (A. 471), 

AB* : AH» = AB 4 (AB 4- AD), . - 

AB : AII*= 1 : ^ (AB + AD), 
mithin i AB(AB + AD) = AH* (150) , 
daher AB + AD : AH = AH : 4 AB = AH ; BC; w. z. h. w. 
Zusatz. Es ist BH* = BC(BA— AD). 

Beweis. Nach dem vorigen Beweise ist 
AH* =4AB(AB+AD) 

AH* = AB* — BU* (87, Z. 2), 

BH* = AB* — 4AB (AB + AD) 

= AB . AB — AB . 4AB — AD . 4 AB 
= 4AB. AB— .(AB. AD 
= 4AB(AB — ÄD) 

= BC (AB — AD). 


folglich 


mithin 
daher 
also auch 
aber 
folglich 
daher auch 


folglich 


525 . Schneidet man auf den beiderseitigen Verlängerungen eines 
Kreisdurchmessers zwei Stücke (EB, FD, Fig. 430.) von be- 
liebiger aber gleicher Länge ab , zieht von einem der Durch- 
schnittspunkte eine Tangente (BA), fällt aus dem Berührungs- 
punkte eine Senkrechte (AG) auf den Durchmesser und nimmt 
CH = CG, so ist für jeden beliebigen Punkt (J) im Umkreise 
das Verhältniss seiner Entfernungen von dem einem Paare 
(B, D) der vier Punkte (B, D, G, H) gleich dem Verhältnisse 
der Entfernungen vom andern Paare (G, H). 

Beweis. Man ziehe C J, so i§t 


^GCJ = ^BCJ 
^GJC = -/JBC (A. 512), 
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folglich AGCJ~ABCJ(196), 

daher GJ : CJ = BJ : BC, 

oder BC: CJ = BJ:GJ,(151, Anmk. 4), 

und da BC =*= CD, 

1) CD : CJ = BJ : GJ. 

Man errichte nun auf BD in H die Senkrechte HK, ziehe DK, 
CK, AC, so ist 

CE == CF (als Radien) 

CG = CH (Constr.), 
folglich GE = HF, 

mithin' AG = IHL (A. 437) 

AC = CK (als Radien) 

AGC = ^ CHK = R (Constr.) , 
folglich A AGC S A HKC (49, Anmk. 2) , 

daher ^ACB = .AKCD, 

mithin auch A ABC = A KCD (45) , 

also ^ BAC = ^CKD = R, 

folglich DK eine Tangente (243), 

mithin zlCJH = ^CDJ (A. 512) 

^JCH = ^JCD, 

folgUch A CJH ~ A CDJ (196) , 

daher CJ : lU = CD : DJ, 

oder DJ : HJ = CD : CJ (151, Anmk. 4). 

Wegen 1 hat man nun 

BJ : GJ = D J : HJ, 

oder • B,T:DJ = GJ:HJ; w. z. b. w. 


526. Schneiden sich in einem Kreisvierecke zwei zugeordnete 
Seiten unter rechten Winkeln , so liegt dieser Durchschnitts- 
punkt mit dem Mittelpunkte des Kreises und dem Mittelpunkte 
der mittleren Entfernungen (A. 325) in einer geraden Linie 
und zwar der letztere in gleicher Entfernung von den beiden 
andern (Fig. 431.). 

Beweis. Es mögen sich die Diagonalen BD und AC unter 
rechten Winkeln schneiden. Man verbinde den Durchschnittspunkt 
E mit dem Mittelpunkte des Kreises durch die Gerade EF, die 
Halbirungspunkte H, J zweier Gegenseiten durch die Gerade HJ, 
ziehe EH, EJ, HF, FJ, so ist, wenn man noch Hk bis K ver- 
längert : 
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^KED = ^HE!B (22) 

= ^HBE (A. 61 und 51) 
= -flABD 

= ACD (244', Z, 1) 

= ^ECD' 

^EI1K = ^EDC 

folglich Z:eK1) = ^CED (38, Z. 2) 

= B(V.) 

also HK _L CDi 

FJ _L CD (248) 

mithin HE || FJ (26, Z. 1). 

Durch analogen Beweis findet man: 

HF II EJ. 

tEs ist also HEJF ein Parallelogramm, 
folglich 1) GE=GF(61;. 


.1 • 


Halbirt man ferner ein anderes Paar zngeordneter Seiten, AC, 
BD in L und M, zieht FL, FM, LM, so ist: 

LF J_ AC (248) 

BD _L AC (V.) 

folglich: LF II BD (26, Z, 1). 

Ebenso ist: ElVf || AC, 

also: EMFL ein Parallelogramm. 

Da sich aber die Diagonalen desselben gegenseitig halbiren 
(61) und nach 1 der Punkt G der Halbimngspunkt der Diagonale 
EF ist, so muss die andere Diagonale LM durch den Punkt G ge- 
hen. Die Geraden LM und llj , welche die Halbirungspunkte 
zweier Paare zugeordneter Seiten verbinden, schneiden sich also im 
Punkte G, folglich ist 

2) G' der Mittelpunkt der mittleren Entfernungen von 
ABCD (A. 327). Aus 1 und 2 hat man daher: 

die Punkte E, G, F in gerader Linie und 
G gleich weit von E und F entfernt ; w. z. b. w. 

526^/ Wenn in einem Kreisviereck der Durclisehnittspunkt 
zweier zugeordneter Seiten mit dem Mittelpunkte des Kreises 
und dem Mittelpunkte der mittleren Entfernungen in einer gev 
raden Linie liegt, und zwar so, dass letzterer gleich weit von 
dien bdden andern entfernt ist, so schneiden sich! die genannten 
Seiten unter rechten Winkeln. 
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Beweis. Es sei GE = GF (Fig. 431.) und G der Mittel- 
punkt der mittleren Entfernungen, so muss die Gerade LM, welche 
■die Halbirungspunkte eines Paares zugeordneter Seiten , AC und 
BD, verbindet, durc-h den Punkt G gehen (A. 327). Man ziehe 
ferner iFI. und FM, so ist FL _L AC, FM _L BD (248), 
folglich: EG = GM = GF = GL fA. 61). 

Hieraus folgt AEGM^ALGF und AEGL^ AGFM (45) 
daher LF = EM uihI EL = FM, 

also ELFM ein Parallelogramm (6U) und da ^ELF ein Rech- 
ter, so ist ELFM ein Rechteck (56, Z. 2), folglich AED = R; 
w. z. b. w. 

A n ni c r k II II g. biesi'i' Siilz ist iHc L’inkeLrHUK ties viirigeii. 

527. Schneiden sich in einem Krois\-iereck ein Paar zugeordne- 
ter Seiten unter rechten Winkeln, so ist die Entfernung dieses 
ihres Durchschnittspnnktes vom Mittelpunkte des umschriebe- 
nen Kreises gleich der Entfernung der Halbirungspunkte die- 
ses Seitenpaares von einander. (Fig. 431.) 

Beweis, Es ist LEMF lein Rechteck (vergl. Beweise zu 
A.526 und* 526»’), folglich EF = LM (61, Z.); w. z. b. w. 

528. Haben zwei Kreise eine solche gegenseitige Lage, d«iss die 
Peripherie eines von ihnen durch den Mittelpunkt des andern 
geht, und man zieht eine Gerade (ADEB Fig, 432.) so , dass 
sie beide Kreise schneidet und parallel mit deren Axe ist, so 
hat die Summe der beiden Segmente (AD, BE), welche nicht 
beiden Kreisen zugleich angchören , eine constante Grilsse — 
sie ist dem Durchmesser des Kreises gleich , dessen l’eripherie 
durch den Mittelpunkt des andern Kreises geht. 

Beweis. Man ■ fSlle MK X AB und CL X AB, so ist : MK 
II CL (26, Z. 1), folglich CLKM ein Rechteck, 
mithin: ’CM = KL (56) 

■und 2CM = 2KL 

= 2DK + 2DL 
= 2DK + DL -+- BL (248) 

= 2DK + DL + EL 4- EB 
= KE -p DK -p BE 
= AK -L DK -p BE (248) 

• = AD -pBE; w. z. b. w. 

Anmerkung. Dieser Salz kannials eine Erweiiening des 445. Satzes , dieses 
Abscboitles angesehen werden; denn wennl beide Kreise gleich sind, so gehl 
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die Pci'iplivric eines jmleii durch den Mitlcljmiikt des andern, und es wird AD 
BE = dem iladiiis (vei')jleidie Beweis zu A. 44D). 

529. Schneiden sich zwei Kreise und werden beide von einer 
dritten Geraden (DEFG^l Fig. 4:^3.) geschnitten, so sind die 
vier Segmente (DE, EF, FG, GH), in weldie diese Linie in 
ihren Durehschnittspunkten mit den Peripherieen beider Kreise 
und , deren gemeinschaftlicher Sehne getheilt wird , immer so 
beschaffen, dass das Kechteck aus dem ersten und dritten gleich 
ist dem Rechteck aus dem zweiten .und vierten (DE,FG = 
EF,GH). 

Beweis. Es ist : 

DF,KG = AF,FB 
IIF,EF = AF,FB 
folglich 1) DF,FG = ^F,EI-^ 

Aber : DF,FG = DE,FG + hB^,FG ) 

HF^F = EF,GH + EF^"G ( 

Wegen 1 hat man mithin; 

DEfFG = EFrGH; w. z. b. w. 

530. Zieht man in einem Kreise (AUBK Fig. 434.) eine belie- 
bige Sehne (AB) und hesclireibt von dem Halbirungspunkte 
(K) eines der zu ihr gehörigen Bogen (AEB) einen zweiten 
Kreis, der die gezogene Sehne mit dem ersteron gemeinschaft- 
lich hat, so ist derjenige Bogen (A.JOB) dieses zweiten Krei- 
ses, welcher nicht auf derselben Seite der gemeinschaftlichen 
Sehne mit dem Mittelpunkte liegt, der geometrische Ort für 
die Mittelpunkte aller inneren Kreise für die Dreiecke, welche 
in dem Abschnitt ^(ADSBA) des ersten Kreises stehen, der 
nicht den Mittelpunkt des zweiten enthält. 

Beweis. Man beschreibe in den Abschnitt ADSBA das be- 
liebige Dreieck ABS, verbinde die Spitze S mit dem Halbirungs- 
pun^te K des Bogens AEB durch die Gerade SK, den Durch- 
schnittspunkt 0 dieser Geraden und der Peripherie des zweiten 
Kreises mit der Spitze A durch die Gerade AO, den Punkt J end- 
lich, in welchem die Seite AS eben jenen Umkreis schneidet, mit 
der Spitze B durch die Gerade BJ, so ist: 
arc. AK = arc. BK (V.) 
folglich : ASK = ^ BSK .(245) 

oder ^JSL=./BSL 

SL * SL 
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8J = SB f A. 466) 
mithin A JSL ^ A BSL (4o) 

daher .TL = BL 

und: ZlJT.S = ^BLS = R (20) 

folglich : arc. OJ = arc. OB [(248)*in Bezug auf Kreis K] 

mithin: ^JAO = ^BAO [(2 4 5) in Bezug auf Kreis M], 

Es schneiden sich also die Winkelhalbirenden AO und SO 
des Dreiecks ABS in einem Punkte O, welcher auf dem Bogen 
A.TOB liegt, und dieser Punkt ist demnach der Mittelpunkt des 
innem Kreises des Dreiecks ABS (272, Z. 1); w, z. b. w. 

531. Zieht man in dem um ein Dreieck beschriebenen Kreise 
eine Sehne durch den Mittelpunkt (0 Fig. 435.) des Innern 
Kreises , so ist das Rechteck aus den beiden Segmenten , in 
welche dieser Punkt die Sehne theilt, doppelt so gross, als 
das Rechteck aus den llalbmesserTi der genannten Kreise. 
Beweis. Man ziehe den Durchmesser DMG im umschrie- 
benen Kreise aus dem Halbirungspunkte D des Bogens BDC ; ziehe 
BG, BD; falle aus dem Mittelpunkte des Innern Kreises OK I DG, 
so ist: DH_LBC (A. 427); zieht man nun AO und verlängert sie, 
so muss diese Verlängerung den Punkt D treffen (A. 442). Man 
ziehe noch AG, so ist: 

. zlDAG = R(246) 

= ^OKD 

daher A AGD ~ AOKD (196) 

folgUch DG : DA = DO : DK 

mithin DG,DK = DA,DO (203, Z. 3) 

oder 1) DG^-PDG,DII = DO^OA + DO, (72). 

Da nun aber der Punkt 0 der Mittelpunkt des Innern Krei- 
ses des Dreiecks ABC ist , dieser Punkt nach A. 530 auf einem 
Kreisbogen liegt, dessen Mittelpunkt der Halbirungspunkt des Bo- 
gens BDO und der BC gleichfalls zur Sehne hat, so sind DB und 
DO Halbmesser dieses Kreises, also 
DO = BD 

und DO, = BD, = DG,DH (87, Z. 1). 

Wegen 1 hat man also : 

2) DGrKH = DOrOA. 

Fällt man OP _L BC, so ist : 

KH = OP (56) 

• 3= dem Radius des innem Kreises, 
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UG = 2DM 

also DGjKH = 2DMrOP, und aus 2 mithin : 

DO,OA = 2DMrOP ; w. z. b. w. 

Zusatz 1. Daher ist, wenn d die Entfernung der Mittel- 
punkte beider Kreise, R den Radius des äussern, r den des inneru 
Kreises bezeichnet : d- = R* — 2Rr. 

B eweis. OM, -t- AürOD = DM, (A. 499) 
also _ d''* = R* — AÜ . OD 

= R* • — 2Rr, w. z. b. w. 

■ Zusatz 2. Daher ist bei jedem Dreiecke, in welchem die 
Mittelpunkte des äussern und inneren Kreises nicht zusapimenfallen, 
der Halbmesser des äusseren grösser, als der Durchn^ser des 
inneren. 

Beweis. Aus Zusatz 1 hat man ; 

d* = R2 — 2Rr 

also auch d^ + r- = R- — 2Rr -f- r-, 
folglich ' ^d - -t- r- = R — r 
oder r -p^d- -pr* = R. 

Es ist aber ^d- -p r'^ die Hypotenuse eines rechtwinkligen 
Dreiecks, in welchem r eine Kathete, also kleiner als die Hypote- 
nuse ist, tolglich ist: 

r -P r* > 

und mithin auch R > 2r, w. z. b. w. 

532. Erklärung. Es ist bekannt und folgt unmittelbar . aus 
Sätzen , die im ersten Abschnitte abgehandelt worden , sind, 
dass für jedes Dreieck sich vier Kreise construiren lassen, iVon 
denen jeder alle drei Seiten des Dreiecks berührt, ßiner der- 
selben liegt immer ganz innerhalb des Dreiecks, er soll daher 
innerer Beriihrungskreis oder auch schlechthin i,ni^e- 
rer Kreis genamit werden; die drei übrigen liegen ganz 
ausserhalb des Dreiecks und fülmeu dalier mit Recht ,den Nn- 

* men äusserer Berührungskreise; jeder . derselben be- 
rührt nur eine Dreiecksseite selbst, die übrigen in ihren Ver- 
längerungen, wir wollen ihn daher künftig den jener ersfen 
Seite zugehörigen äusseren Berührungskreis nddpen. 

533, Zieht man in einem Kreise (AKBD ,Eig. 434.) eine belie- 
bige Sehne (AB), beschreibt von* dem . Halbin^ngspunkte (R) 
eines der zu ihr gehörigen Begpn (AKB) als Mittelpunkt einen 
zweiten Rreis, der mit dem ersteren die gezogene Sehne ge- 
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meinschaftlich hat, so ist derjenige Bogen (ACFB) dieses zwei- 
ten Kreises, welcher mit dem Mittelpunkte auf derselben Seite 
der gemeinschaftlichen Sehne liegt , • der geometrische Ort fiir 
die Mittelpunkte aller derjenigen äusseren Beriihmngskreise, die 
zu Dreiecken gehören, welche in dem Abschnitte (ADSBA) 
des ersten Kreises stehen , der den Mittelpunkt des zweiten 
nicht enthält, und zwar die der gemeinschaftlichen Seite (AB) 
zugehörigen äusseren Berülirungskreise (A. 532) .,sind. 

Beweis. Es sei ASB ein beliebiges über AB im Abschnitt 
ADSB beschriebenes Dreieck. Man ziehe SKC und CA (mit Bei- 
behalt der in A. 630 angegebenen Cdnstruction), fälle CQ_LAB, so 
ist SC die Halbirende des Winkels ASB ) , , .r. ■ .-o., 

Aü„ „ „ „ 

AC _L AO (Constr.), folglich : 

AC die Halbirende des Aussenwinkels von .«il BAS (A. 8, Z.). 
Der ' auf dem Bogen ACFB liegende Punkt C ist demnach der 
Durchschnittspunkt der einen inneren Winkel, ASB, und die Ne- 
benwinkel der beiden andern inneren Winkel des Dreiecks ABS 
halbirenden Geraden; er ist mithin gleich weit von der Seite AB 
und von den Verlängerungen der Seiten AS und BS entfernt 
(A. 28, Z. 1); folglich ist C der Mittelpunkt und CQ der Radius 
des der Seite AB zugehörigen äussern Berührungskreises des Drei- 
ecks ABS, w. *z. b. w. 

534 . Zieht man von dem Mittelpunkte eines der äusseren Be- 
riihrungskreise eines Dreiecks eine Schneidende an den um- das 
Dreieck beschriebenen Kreis, se ist das Rechteck aus der gan- 
zen Linie und ihrem äusseren Segmente doppelt so gross, als 
das Rechteck aus den Halbmessern der genannten Kreise. 
(Fig. 434.) 

Beweis. Unter Beibehalt der im v4)rigen Satze angegebe- 
nen Construction verbinde man noch den Mittelpunkt M des um 
A' ABS beschriebenen Kreises mit dem Mittelpunkte K des zweiten 
Kreises durch die Gerade MK und mit dem Mittelpunkte C des zu 
AB gehörigen ätisseren Berührungskreises des Dreiecks ABS durch 
die Gerade MC; verlängere CQ bis V, so ist: 

CP,CV = CP,CQ + cfp,QÜ-pCP,UV (72; 
aber CP,QU = PQ,ÜV.(A. 629), 

folglfch CP,CV = CP,CQ -p CP,UV + PQ,U V 
= CP,CQ-PUV,CQ’(72) 

da Kiem, Baweise und Anflösungan II. 
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= (CP+UV)CQ 
= 2CQ,KM (A. 528); w. t. b. w. 

Zusatz. Daher ist, wenn d' die Entfernung b«der Mittel- 
punkte and K den Radius des umschriebenen, r' aber den des äus- 
seren Berührungskreises bezeichnet: 

d'» = R* + 2Rr'. 

Beweis. Es ist: 

X!M‘‘ -- CF . CV MK* (A. 499, Z. 1) 

• also : d'* = R* -t- OP . CV 

Ä R*-(- 2Rr'; w. z. b. w. 

535> Beschreibt man in denselben Kreisabschnitt eine beliebige 
Menge von Dreiecken und ftlr jedes derselben sowohl seinen 
innem als den der gemeinschaillichen Seite zugehörigen äus- 
sem Berührungskreis, so ist die Entfernung der bdden Mittel- 
punkte für alle diese * zusammengehörige Krdspaare eine con- 
stante Grösse. 

Beweis. Knüpfen wir unsere Betrachtungen zunädist an 
AABS Ci'ig. 434.), so geht ans den Beweisen zu A. 53U und 5.33 
hervor, dass CK08 eine gerade Linie ist ; dieselbe geht also durch 
den Mittelpunkt des innem Kreises des Dreiecks ABS, dmch den 
Mittelpunkt des der Seite AB zugehörigen äusseren Berttbrnngf;- 
kreises, durch den Mittelpunkt des in A. 530 näher bezeicbneten 
Kreises K, der die Seite AB zur Sehpe hat, und endlich durch die 
der Seite AB gegenüberliegende Spitze S des Dreiecks ABS; da 
nun die zuerst genannten zwei Mittelpunkte auf der Peripherie des 
Kreises K liegen (A.530 und A. 533) und zwar auf verschie<lenen 
Seiten der Sehne AB, so ist ihre Entfernung CO glrich dem Durch- 
messer des Kreises K. Ein Gleiches gilt ans gleichen Gründen für 
jedes andere, A ABS analog beschriebene Dreieck, Die 'ouistante 
Grösse für die Entfehuing der beiden Mittelpunkte aller in Rede 
stehenden zusammengehörigen Kreispaare ist mithin der Durch- 
* messer des Kreises K ; w. a. b. w. 

536. Der Berührungspunkt des innem Kreises eines Draecks 
mit eiöer der Seiten und der Berühmngspunkt des oben die- 
ser Seite zugehörigen äusseren Berührungskreises mit ihr fönd 
gleich weit von den Endpunkten dieser Seite entfernt. 
Beweis. Ausser der in den Vorhergehenden Sätzen ange- 
gebenen Construction (Eig. 434.) ziehe man noch UO, verlängere 
MK bis Z und fälle OG IL AB, so ist: 
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1) AN = BN (264) 


Fern» 

KZ 4' AB (264), 

folglich 

KZ II CU (26, Z. 1) 

mithin : 

CK:KO = UZ:ZO (196) 


CK = KO (als Kadien), 

also auch 

2) UZ = ZO. 

Nun ist: 

4CU0 = U(246) 

also : 

UO 4 CV, 

folglich : ' 

AB II UO (26, Z. 1) 

und da auch 

OG II CV II KZ 

so sind 

QUZN und NZOG Rechtecke 

folglich : 

ZO = NGl 

und wegen 2 : 

ON = NG, 

daher wegen 1 : 

^ AQ = BG ; w. z. b. w. 


537. Die vier Mittelpunkte der Berülirungskreise jedes Drei- 
ecks haben eine solche gegenseitige Lage, dass das Quadrat 
der Entfernung irgend zweier von einander vermelirt uni das 
Quadrat der Entfernung der beiden andern eine constante 
Grösse ist — nämlich gleich dem Quadrate vom doppelten 
Durchmesser des dem Dreieck zugehörigen äussern Kreises. 


Beweis. Es sei DEF (Fig. 436.) ein spitzwinkeliges Drei- 
eck; nuiu fälle die Höhenperpendikel und verbinde deren Fuss- 
punkte durch gerade Linien, so werden die inneren Winkel des so 
entstandenen Dreiecks ABC durch die Höhenperpendikel, die Aus- 
senwinkel aber durch die Seiten des Dreiecks DEF halbirt; denn 
es sind GBDC, GAEC und GAFB Kreisrierecke (244, Z. 4), folg- 
Uch; ZLBDG = ./BCG I , ' 

AEG = ./ ACG 


aber: BDG = .ilAEG (38, Z. 2), 

weil ./DBG ?= 4^ GAE = U und ./BGD = .4 AGE(22) 
piilhin: 4.BCG = 4LACG. 

Ebenso ist auch : 4. ABG = 4 CBG 
und 4 BAG = 4CAG. 


Da ferner DA 4 E^'und DA den Winkel BAC halbirt, so 
halbirt EF den Nebenwinkel von BAC (A. 8, Z.); ein Gleiches 
gilt von den Seiten DF nn4 DE in Betreff der beiden andern Aus- 
senwinkel des Dreiecks ABC. , . ^ 

6 * 
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Hieraus ergibt sich, dass der Punkt G der Mittelpunkt des 
innern Kreises des Dreiecks ABC ist (272, Z. 1); die Spitzen des 
Dreiecks DEF aber sind die Mittelpunkte der änssern BerUhrungs- 
kreise des Dreiecks ABC (A. 28, Z. 1). 

Bezeichnet man nun die Durchmesser der um die Dreiecke 
DEF und ABC beschriebenen Kreise bezüglich mit D und D', so 
. ist: D = 2D' (A, 517) 

also D* = (2D')*- 

aber : D» = GF* + DE» = DG» + FE» = GE» + FD» (A. .505) 

folgliah: GF» + DE» = DG» + FE» = GE» +.FD» = (2D')® ; 

w. z. b. w. 

538. Hat man ein beliebiges Dreieck und beschreibt drei 
Kreise so, dass jeder durch zwei seiner Ecken und den Mit- 
telpunkt seines innem Kreises geht, so 

1) liegen die Mittelpunkte derselben- ‘Im Umfange des zum 
Dreiecke gehörigen äussern Kreises; 

2) die Quadrate der drei Halbmesser zusammen sind gleich- 
ÜHchig dem Rechtecke aus dem Radius des äussern Krei- 
ses und dem Ueberschuss der Summe der Halbmesser der 
drei äusseren Berührungskreise über das Dreifache vom 
Halbmesser des innern. (Fig. 437.) 

Beweis. 1. Man errichte in den Halbirungspunkten der 
oberen Abschnitte der Winkelhalbirenden des Dreiecks DEF Senk- 
rechte und verlängere sie bis zu ihrem gegenseitigen Durchschnitt, 
so liegen diese Durchschnittspunkte a, b, c auf der Peripherie des 
zu ADEF gehörigen äusseren Kreises (A 506); diese Punkte sind 
aber- die Mittelpunkte der Kreise, von denen jeder durch zwei 
Ecken und den Mittelpunkt des innem Kreises des Dreiecks DEF 
geht ; dann zieht man auch durch die Anfangspunkte der Winkel- 
halbirenden, d. h. durch die Ecken des Dreiecks DEF Senkrechte • 
‘und verlängert sie bis zu ihrem' gegenseitigen Durchschnitt, so ■wis- 
sen wir aus dem Beweise des vorigen Satzes, dass die Winkelhal- 
birenden hinreichend verlängert durch die entsprechenden Ecken 
des so entstandenen Dreiecks ABC gehen. Nun ist 
Pc II EC (26,‘Z. 1) 
also: GP : PE * Gc : cC (196) 

aber GP = PE (Constr.) 

folglich: < Gc cC, 


Digilized by Googlc 



Lehrsitze. 


85 


und da GEC = K (Constr.) 

so ist : Gc = cC = cE (A. 61). 

Der aus c mit cG als Radius beschriebene Kreis geht mithin 
durch die Punkte G, E und C , und da Z- GEC -p Z- GDC = 2R, 
so muss jener Kreis auch durch den Punkt D gehen (244, Z. 4), 
woraus wieder folgt, dass die auf GD im Halbirungspunkte Q er- 
richtete Senkrechte den Mittelpunkt c trifft. Ein ähnlicher Beweis 
gilt auch .für die Punkte a und b. Es hat demnach jede Winkel- 
halbirende eines Dreiecks mit den auf den beiden andern Winkel- 
halbirenden in den Halbirungspunkten ihrer oberen Abschnitte er- 
richteten Senkrechten einen gemeinschaftlichen, auf der Peripherie 
des zum Dreieck gehörigen änssem Kreises liegenden Durchschnitts- 
punkt, der der Mittelpunkt eines Kreises ist, dessen Peripherie diwch 
den Mittelpunkt des Innern Kreises des Dreiecks und durch zwei 
seiner Ecken geht. 

2. Die Punkte A, B und C sind die Mittelpunkte der äus- 
seren Berührungskreise de» Dreiecks DEF (A. 533)-, denn aus dem 
Beweise zu 1 wissen wir, dass: 

chord.cE **: iGC 
' = chord. cD 

also arc. cE = arc. cD (245, Z. 5). 

Der Punkt G ist der Mittelpunkt des inneren Kreises des Dreiecks 
DEF (272, Z. 1). 

Fällt man daher AJ _L FE, BM X FD, CN ± DE, GH ± 
FE, so sind diese Senkrechten die Halbmesser der entsprechenden 
Kreise; verbindet man ferner den Mittelpunkt S des zu dem Drei- 
eck DEF gehörigen änssem Kreises mit dem Mittelpunkte G seines 
innem Kreises, sowie mit den Mittelpunkten A und a durch die 
Geraden SG, SA, Sa und bezeichnet den Halbmesser des Kreises 
S mit R, den Halbmesser des Kreises G mit r, die Radien der 
Kreise a, b, c bezüglich mit r,, rj, rj, die Radien der Kreise A, 
B, C bezüglich mit p,, p,, so ist: , 

R2 -P r, > - 4(AS* -P GS*) (93) 
also 1) r,* = J(AS»-pGS»)— R* 

AS* = R* -p 2R^, (A. 534, Z.) 

GS* =R* — 2Rr (A. 531, Z. 1), folgUch: 

J(AS* -p GS*) = R* -p R^, • — Rr, und wegen 1 ist ; 
r,* = Rp, — Rr 
a= R (p, — r). 
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Auf ahuliclic Art zeigt man, dass: 

Ts* = K ((>s — r). 

Durch Addition dieser drei Gleichungen erhält man : 

ri^ + rj* + r,* = R (^i + Pi + Pj — ^r); w. z. b. w. 

539 . Verbindet man den Mittelpunkt des innern Kreises eines 
Dreiecks mit dem Berührungspunkte einer der ISeiten und ver- 
längert diese Gerade über den letzten Punkt hinaus , bis sie 
zum zweitenmal die Peripherie des Kröises schneidet, welcher 
diurch die Endpunkte der genannten Seite und den genannten 
Mittelpunkt geht, so ist diese Verlängerung gleich dem Halb- 

• messer des eben dieser Seite zugehörigen äusseren Berührungs- 
kreiscs. (Eig. 434.) ‘ 

Beweis. Es soll GE * OQ sein. Mit Beibehalt der in 
A. 536 angegebenen Construction ist: 

BG = AQ (A. 536) 

folglich: GE == QC (A. 43?y, w. z. b. w. ‘ 

540 . Zieht man in den drei änssern Berührungskroisen eines 
Dreiecks die Halbmesser nach den Berührungspunkten der ih- 
nen zugehörigen Seiten , so schneiden sich’ dieselben bei hin- 
reichender Verlängerung in einem und demselben Punkte, in 
demjenigen nämlich, der gleich -Weit von den drei genannten 
Mittelpunkten entfernt ist. (Eig. 437.) 

Beweis. P'tthrt mau die in A. 537 angedeutete Construc- 
tion aus, so weise man aus dem Beweise des angeführten Satzes, 
dass die Ecken des spitzwinkeligen Dreiecks ABO die Mittelpunkte 
der äusseren Berührungskreise des Dreiecks DEE , die Höhenper- 
pendikel des erstem die Halbirungslinien der innera Wihkel des 
letztem sind und die Seiten des erstem die Aussebwinkel des letz- 
tem halbiren, dass der Höhendurchschnitt G der ABttelptuikt des 
itinera Kreises des Dreiecks DEE ist. Nun sei där Punkt K der- 
jenige, der gleich weit von den Ecken des Dreiers ABC äutfemt 
ist. Man ziehe AK, BK, CK, so hat man oifenbar nur zu ‘bewei- 
sen, dass diese Geraden, nöthigetifalls vferlängert) die entspreeben- 
den Seiten des Dreiebks DEE untfer rechthn AVlnkeln schneiden. 

Es ist: .^EAO = ^GAE (A. 72) 

*= ^GFE (244, Z. 1) 

aber ..il GEE -f- EEA = R (A. 8 ), folglich : 

.i^EAO-l-^EFA =R 
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oder: ^FAJ + </JFA = R 

mithin: ^FJA = U (S8, Z. 2) 

also A.J J_ FE. I 

* 

Ganz ähnlich ist der Beweis, dass auch : 

BK _L FD 

CK _L DE ; w. z. b. w. 

541 « Jedes Höhenpcrpendikel eines spitzwinkeligen Dreiecks 
wird in dem gemeinschaftlichen Diurchschnittspunkte mit den 
beiden andern in zwei solche Segmente getheilt, dass das 
Rechteck aus ihnen doppelt so gross ist, als das Rechteck aus 
dem Halbmesser des äussem Kreises und dem Halbmesser des 
Kreises, der in das durch die Fusspupkte der genannten 
Höhenperpendikel bestimmte Dreieck beschrieben wird. 
(Fig. 438.) 

Beweis. Es sei AAHC spitzwinkelig, so ist der Höhen- 
durchschnitt O der Mittelpunkt des innem Kreises des Dreiecks 

DEF (vergl. Beweis zu A. 537h die Senkrechte ÜK also der Ra- 

dijjt! dieses Kreises. Man ziehe den Durchmesser BMG, ferner CG 
und AG, so ist: ^BAG = ^BCG = R (246) 

also I AG _L AB 

CF _L AB (Constr.) 
daher: AG || CF 

ebenso ist: AD || CG 

alfio AOCG ein Parallelogramm, 

folglich 1) CG = AO. 

Ferner i»t AGBC ;= ^;GAC (244, Z. 1) 

ECO (24) 

= ^EPO (244, Z. 1), 

weil OEDC ein Kreisviereck (Constr. und 244. Z. 4) 

<iEDO = ^KDO (A. 322), 
folglich .AGBC=./KDO 

,agcb = aokd = b 

mithin: ADOK««ABGC (196, Anmk.) 

daher : ' DO : KO = BG : CG, und wegen 1 ist ; 

DO: KO =BG:AO 
= 2BM : AO 

mithin: DOrAO ^ 2BM,KO (203, Z. 3); w. z. b. w. 

ln Betreff der beiden andern Höhenjperpeudikel ist der Be- 
weis analog dem obigen ; oder kürzer durch die Aehnlichkeit 
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der Dreiecke BOD und AÜE, so wie BOF und COB, woraus un- 
mittelbar folgt : DOrAO = OE--BO = FürCO = 2BMrKO. 

542. ln jedem rccktwinkeligen Dreiecke ist die Summe der 
Katheten um den Durchmesser des eingeschriebenen Kreises 
grösser als die Hypotenuse. 

. Beweis. Es sei ABAC (Fig. 439.) in A rechtwinkelig; 
man falle vom Mittelpunkte D des Innern Kreises Senkrechte auf 
die Seiten , so sind dieselben Radien des Kreises und ihre Fuss- 
punkte die Berühiningspunkte der Seiten , mithin ist 


also 1) 

Fefner ist 
und da , 
so ist 
folglich ■ 
erhält man 


BE = BG 
CF = CG 
BE -F CF = BC. 
AEDF ein Rechteck, 


f259, Z. 2), 


AE = AF (259, Z. 2), 

AEDF ein Quadrat (56, Z. 2), 

AE -f- AF =: DE 4- DP. Addirt man dies zu 1 , so 
AB -F AC = BC -F DE -F DF 

= BC -F D, wenn D den Durchmesser be- 


zeichnet ; w. z. b. w. 

543. In jedem rechtwinkeligen Dreiecke ist 

1) der Halbmesser des einer Kathete zugehörigen äussern 
Beriihrungskreises kleiner als die Kathete selbst und zwar 
um den Halbmesser des innem Kreises; 

2) dagegen ist der Radius des der Hypotenuse zugehörigen 
äussem Beriihrungskreises um eben diesen innem Halb- 
messer grösser als die Hypotenrtse Selbst, und daher 

3) der Radius des der Hypotenuse zugehörigen äussem Be- 
rührungskreises so gross als die Halbmesser der drei 
übrigen Berührungskreise zusammen. 

Beweis. I. Es sei ADEF (Fig. 437.) in D rechtwinkelig. 
Ausser der in A. 538 angegebenen Constmction falle man noch 
GV _L DE und GU _LDF, so sind A, B, C die Mittelpunkte und 
AJ, BM, CN die entsprechenden Radien der äussern Bertihrungs- 
kreise, G der Mittelpunkt des innem Kreises des Dreiecks DEF 
und GH = Gü = GV die Halbmesser desselben (vergl. Beweis zu 
A. 538). Nun ist GECD ein Kreisviereck (Constr. u. 244, Z. 4) , 
mithin ^GCE = ^ GI)E (244, Z. 1) , 

es ist aber GVDM ein Quadrat (s. Beweis zu A. 542) , 
daher ..AGDE = JR, 
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also auch ^GCE = JR 

./GCE + ^EGC = R (38), 
folglich ^EGC = zlECG, 

mithin GE = CE 

GV = DV (als Seite des Quadrats) 

= EN(A. 536), 
folglich A GVE ^ A ENG (49) , 

daher CN = EV, 

und folglich CN + GV = EV + DV 

• Ä DE. Nach analogem Beweise ist ebenso 

• BM + GU = DF. 

II. Man ziehe FL || BE, so ist 

FJ = HE (A. 5.36) ■ • 

^LFJ = ^HEG (24). 
zdLJF = ^EHG = R, 

ALFJ^ AEGH (46), 

LJ = GH ^ 

FL = GE 

= CE (aus dem Bew. zu 1) 

Z.FAL = (A. 72) 

= Z.EFC (244, Z. 1) 

ZAFL = ^FBG (24) 

= .AFDG (244, Z. 1) 

= GDE (Constr.) 

= ZIFCE (244, Z. 1), 

AFAL^ ACRE (46), 

AL = EF • 

AL + LJ = EF + GH 
AJ = EF 4- GH. , 

III. Es ist nach I 

CN + GH = DE 
BM + GH = DF, 

folglich CN + BM -f- 2GH = DE + DF 

= EF + 2GH (A. 542) 

= AJ 4- GH (nach II dieses Bew.), 
mithin AJ = CN4- BM*4- GH; w. z. b. w. 

544. Ist ein in einen Kres beschriebenes Sechseck so beschaffen, 
dass eine der Diagonalen, welche zwei Gegenecken verbinden, 
mit den ihr gegenüberliegenden Gegenseiten einen gemein- 


folglich 

daher 

und 


folglich 
mithin 
und daher 
oder 
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scliaftlicheii Durchüchnittspunkt hat, so liegen folgende Dnrcb- 
seknittspunkte in gerader Linie; 

1 ) von den beiden übrigen Diagonalen , welche Gegeneoken ' 
verbinden ; 

2) von je zwei solchen Diagonalen, die von den Endpunkten 
der in Hede stehenden auslaufen und auf derselben Seite 
derselben liegen-, 

S) von je zwei Seiten, die von den Endpunkten der in Kode 
stehenden Diagonale auslaufen und auf derselben Seite 
von ihr liegen , .endlich • 

4j von den beiden Diagonalen, die zwar keine Gegenc^en 
verbinden, aber auch keinen Endpunkt injt der in Hede 
< . stehenden Diagonale gemeinechafllieh haben. 

Beweis. Es sei^AUt'DEF (Eig. 440.) das Sechseck, dessen 
die Gegenecken C und E verbirMlende Diagonale CE sich mit den 
ihr gegenüberliegenden Seiten AB und J)E, hinreichend verlgngert, 
in einem Punkte G schneidet. Man ziehe von diesem Punkte G 
die 'langenten GJ und GH an den Kreis und ziehe die Berührungs- 
sehne HJ, so werden GB in A und Q, GC in E und E, GD in 
E und S harmonisch getheilt (260). Die genannten drei Geraden 
laufen aber von einem Punkte aus; verbindet man daher von einer 
jeden den zweiten Theilpunkt (vom geuieinachättlichen Theilpunkte 
G, als ersten, an gerechnet) mit dem vierten der andern und die 
beiden dritten , so wie von je zweien jener Geraden die gleich- 
namigen Theilpunkte, so schneiden sich je drei von diesen Ver- 
bindenden in einem Punkte (A. S37 und A. 336); nämlich: 

1) AD, BE, QS oder HJ in K, 

. 2) BE, CA, QE oder HJ in L 

DE, .CE, ES oder HJ in M, 

3) Ai’, CB, QE oder HJ in N 
EE, CD, ES oder HJ in 0, 

4) AE, BD, QS oder HJ in P. 

Da nun die dritten Theilpunkte von GB, GC, GD, nämlich Q, E, 
S, auf der Berührungssehne HJ liegen, so müssen auch die sechs 
Diuchscboittspunkte auf HJ oder Hirer Verlängerung, also in ge- 
rader läuie liegen; w. z. b. w. 

Hat man ein beliebiges Dreieck (ABC, Eig. 441.) und 
beschreibt drei Kreise so, dass jeder eine Dreiecksseite zur 
Sehn« und eine zweite zur Tangente hat, ukmlieb der erste 
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Kreis die erste Seite eur Sehne und die zweite zur Tangente, 
der zweite die zweite Seite zur Sehne und die dritte zur Tan- 
gente, der dritte endlich die dritte Seite zur Sehne und die 
erste zur Tangente, so haben diese drei Kreise stets einen ge- 
meinschaftlichen Uurclischnittspunkt. 

Beweis. Man beschreibe zuvörderst den Kreis S, welcher 
die Seite AB zur Sehne und die Seite BC zur Tangente, so wie 
den Kreis T, welcher die Seite BC zur Sehne und die Seite AG 
zur Tangente liat. Diese beiden Kreise schneiden sich also in B 
und G. Man ziehe nun BG, AG, CG, errichte auf AG in G und 
auf AC in C Senkrechte und verliingcre sie, bis sie sich in N 
schneiden, ziehe AN, so ist 

Z1AUG = ^CUN (22) 

^AGV = iilUCN = li (Constr.), 
mithin AAGU ~ ACNU (196, Anmk.), 

daher GU : CU = AU : NU, 

folglich AGCN ein Kreisviereck (251, Z. 2). 

Da nun .-d ACN = K, so muss AN ein Durchmesser des um AGCN 
beschriebenen Kreises sein (246); beschreibt inan also aus dem 
Halbinnigspunkte B mit AK als Halbmessscr einen Kreis, so gellt 
derselbe durch die Punkte A, C, G, d. h. er hat die dritte Seite AC 
zur Sehne und mit den beiden andern Kreisen den Punkt G als 


gemeinscKaftKchen Diirchschnittspunkt; es bleibt demnach nur zu 
beweisen übrig, dass er die erste Seite AB zur Tangente hat. 

Es ist ANG = ZlÄCG (244, Z. 1) 


= Z.GBC 
= ^GAB 


(2-17), 


aber ^ANG-P-AGAN = R (38, Z. 2), folglich auch 
■ Z1BAQ + AGAN ==: R. 

Es steht also auf dem Diufchmesser AN in seinem Endpunkte A 
die Seite AB senkreoht, folglich ist AB eine Tangente des Kreises 
K (242); w. z. b. w. 

A II ai c rk II iig. U« aiaii ilcii crslcu Kreö auch .iu cunslrulreii köiiiile, er 
tlie ersle Ureiccks.<eili' zur Scliiic, iiiitl iiicbl ilic zweite, sumlerii die letzte zur 
T.iuseiite hatte, und dciugeuiass die heideii aiideru Kreise, so siebt iiiati, das.-, 
fiir jedes Dreieck zwei Teruioneu von Kreisen unter den geiiaiiuteii Kediiiguii- 
geii sich Ccnisirnireu lassen. 

546, Zieht man in dineru Dreiecke die 'I’ransversalen (Al), BE, 
CE, Fig. 441.), welche durch den gemeinschaftlichen Dnrch- 
schnittspunkt (G) uiisdrM' drei Kreise gehen, so werden 
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1) durch sie die Dreieckswinkel so getheilt, dass drei dieser 
Stücke von gleicher Grösse sind {/L BAD = Zl CBE = 
^ACF), 

2) die Transversalen selbst schneiden sich unter Winkeln, 
, welche einzeln den Dreieckswinkeln gleich sind. 

Beweis. 1. ^BAD = ^CBE = ^ACF (247); 

2. ^BGü = ./ABG + z:bAG (38) 

= ^ ABG -1- CBE (247) 

= ./.ABC; auf ähnliche Weise wird 
gezeigt, dass auch /I CGD = /I BAC 
und /ICGE = ^ACB; w. z. b. w. 

An merk II Mg. Will man iliu drei gleichen Winkel in Worten, unabhängig von 
einer Fignr, hczeichnen, so sind es 

drei gleiche Winkel, die eine solche gegenseitige Lage haben, dass ein 
Schenkel des ersten durch den Scheitel iles zweiten, ein Schenkel des 
zweiten durch den Scheitel des dritten , ein Schenkel des dritten durch 
den Scheitel des ersten geht und die drei andern Schenkel sich in einem 
Punkte schneiden. 

Dass diese W'inkel spitz sein niiissen , ist einlcnchtcnd , da sie , als Theile 
dreier Dreieckswinkel, zusammen kleiner sein müssen als 180°. Das Mu.iimum 
eines jeden ist dü°, in welchem Falle das Dreieck gleichseitig, und die Trans- 
versalen , welche die gleichen Stneke von den Dreieckswinkeln ahschneiden, 
mit den Hdhenperpendikeln ziisammenrallen. 

547, Zieht man von einem beliebigen Punkte (K, Fig. 441.) 
im Umfange eines unserer drei Kreise zwei Sehnen nach den 
beiden dieser Peripherie angehörigen Dreiecksspitzen (A, B) 
und verlängert dieselben, bis sie die Peripherieen der beiden 
andern Kreise zum zweiten Mal schtieidmi, so liegen diese 
letztem Durchschnittspunkte (L, M) stets in gerader Linie mit 
der dritten Dreiecksspitze (C) , und das so entstandene Dreieck 
(KLM) ist dem Urdreieck ähnlich. 

Beweis. Mau ziehe CM und CL, so ist 
1. a/MCG-l-^MAG = 2R (275) 

= ^MAG-Pz^KAG (20), 

folgUch ,/ MCG = ^ KAG 

zdKAG -f- /IKBG = 2R (275) 

= ^ KBG -1- Z. GBL (20) , 

folglicfi /1KAG = ^GBL, . .. 

daher auch ailMCG *= a^GBL, 

a/ GBL + a/ GCL s= 2R (275) , 
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mithin ZIMCG + ^GCL = 2R, 

folglich liegen die Punkte L und M mit C in gerader Linie (21). 

2. ^BLC + BGC = 2R (275) . ' 

= ^ BGC + z: CGE (20), 

■ folglich ^ BLC = ^ CGE 

^CGE = ^ ACB (A. 546, 2), 
mitlün BLC oder ^KLM = zlACB. 

Ganz ähnlich int der Beweis, dass 

^KML = ZlBAC 
und Z1LK3I = ^ABC, 

mithin AKLM~ AABC (196); w. z. h. w. 

548. Die Winkel (KAB, LBO, MCA), welche die Seiten des 
neuen Dreiecks (KLM) mit denen des Urdreiecks bilden, sind 
von gleicher Grösse, und mithin auch die Winkel untereinander 
gleich , welche die Seiten des neuen Dreiecks mit den Trans- 
versalen bilden (,«ilKAD = .ALBE = ^MCE) (Fig. 441.). 

Beweis. Wir wis.seu aus Beweis zu A. 547, 1, dass 

.A KAB + ^ BAG = .A LBC + Z. CBG = .A MCA -f- A ACG 
oder A K AD = A LBE = A MCE 

ABAG = ACBG = A ACG (A. 546, 1), 
folglich AKAB = ALBC = AMCA; w. z. b. w. 

549. Umgekehrt, zieht man durch die Ecken des Urdreiecks 
gerade Linien so , dass sie auf gleichmässige Weise gleiche 
'Winkel mit den Seiten des Dreiecks bilden (AKAB=ALBC= 
AMCA, Fig. 441.), so bilden sie, bis zum gegenseitigen 
Durchschnitt verlängert, ein dem Urdreieck ähnliches Dreieck, 
dessen Spitzen einzeln auf den Peripherieen unserer drei Kreise 
liegen. 

Beweis. Man ziehe BK, so ist 

1. AKAB = ALBC CVorauss.) 

ABAG = ACBG (A. 546, 1), 
folglich A KAB + ^ BAG = A LBC + A CBG 

oder AKAG = ALBG 

AKAG + AKBG = 2R (275), 
mithin A LBG + A KBG = 2R, 

folglich ist KBL eine einzige gerade Linie (21). 

Zieht man ferner CL und AM, so erhält man durch Beweise, die 
dem eben geführten analog sind, dass auch 

LClj^ und KAM gerade Linien sind; 
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es liegen also die Ecken des Dreiecks KLM einseln auf den Peri- 
pberieen der Kreise. 

2. Daes AKLM eo AABC, wird ganz ebenso -bewiesen, 
wie iij A. 547, 2; w. z. b. w. 

550. Beschreibt man für irgend eines der Dreiecke, die man 
auf die im Vorigen angegebene Weise erhält, wie z. B. KLM 
("Fig. 441.), drei Kreise, welche zu ihm in derselben Beziehflg 
stehen, wie die Kreise des Urdreiecks zu diesem, d. h. also, 
dass der erste die erste Seite zur Sehne und die zweite zur 
Tangente u. s. w. hat, so haben auch diese drei Kreise den- 
selben gemeinschaftlichen Durchschnitt.sjjunkt (G), wie die drei 
Kreise des Urdreiecks. 

Beweis. Man ziehe GM, GL, GK, so ist 
Z. GAG = .AGML (244, Z. 1 ) 

AGCA = AGLM (247), 

folglich AGAC~ AGML (196). 

Ebenso ist A GAB = A GMK, 

daher AC : ML = G A : GM = GC ; GL, 

GA : GM = GB : GK, 

also AC : ML = GA : GM = GC : GL = GB : GK, 

aber A ABC ~ A KLM (A. 547, 2) , 

folglich ist der Punkt G ein Aehnlichkeitspunkt für diese beiden 
Dreiecke (A. 372), daher müssen sich die drei Kreise, welche zum 
Dreieck KLM in derselben Beziehung stehen, wie die Kreise des 
Urdreiecks zu diesem, ebenfalls in dem Punkte G schneiden; 
w. z. b. w. 

Zusatz. Daher haben alle die unendlich vielen unter- 
einander und dem Urdreiecke ähnlichen Dreiecke, deren Seiten 
durch die Ecken des Urdreiecks gehen, und deren Spitzen auf den 
Umfängen unserer drei Kreise liegen, den Durchschnittspunkt (G) 
dieser letztem zum gemeinscbaftMclmn Aelmlidikeitspunkt. 

Beweis ist in dem des Hauptsatzes enthalten. 

551. Das grösste unter allen diesen, im vorigen Satze nülmr 

bezeichneten Dreiecken ist dasjenige, dwwen ;Seite» ,ei»aeJ»i 
senkrecht auf ilen 'l'ra«.sversalen stehen, die dvroh den ge- 
meinschaftlichen Durehschnitti^ukt unsei-er djrei Krgise gehen 
(Fig. 441.). , . 
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Beireis. EsRei H.TN ein beliebigen der im vorigen Satee 
näher bezeichneten Dreiecke und KJ^M ein eben eolches, deseeti 
Seiten einzeln senkrecht auf den Transversalen stehen, die durch 
den Punkt G gehen, so ist GM ein Durchmesser (240), daher 
GM> GN (250, Z. 1) 
also auch GM, GN,. 

, Nun ist AKhM«»AHJN (A. 5J7, 2) und der Punkt G ist 
der gemeinschaftliche Aehnlichkeitspunkt dieser beiden Dreiecke 
(A. 550, Z.); folglich: 

KM : HN = GM : GN 

daher auch : KM, : HN, = GM, : GN, ( 1 55, Z. 1 ) 

KM, : HN, = AKLM : AHJN (205) 
also : A KLM : A HJN = GM, : GN, 

aber GM, > GN, 

mithin A KIjM > AHJN (149); w. 2 . b. w. 

552. Dieses grösste Dreieck ist so gross als das Urdreieck und 
dasjenige (HJN), dessen Seiten eiuzehi senkrecht anf den Sei- 
ten des Urdreiecks stehen, zusammen. 

Beweis. Man ziehe GJ, so ist, \ 

weil . ^GCL = .AACJ = K (V.) 

GL = OJ (246), als Durchmesser. 

Nun verhält sich: 

KL:IIJ:BC = GL:GJ;GC 

= CJ:GJ:GC, * . , 

■folglich: KL, : HJ, : BC, = l.'J, : GJ, : GC, (155, Z. 1) 

AKLM : A HJN : A ABC = CJ, : GJ, :GG, (206), mithin auch; 

AKLM : AHJN AABC = CJ, : GJ, GC,. (155; 

aber CJ, = GJ, -pGC, (240 und 87) 

folglich AKLM = AHJN J-AABC; w. z. b. w. 

553. Zieht man durch die Ecken des Urdreiecks Gerade AO, 

BP, CQ (Pig. 441.) so, dass .Z.BAÜ = ACBO^ = AAfJQ = 

2 ^ BAD , so ist das von diesen Linien gebildete Dreieck 
OPQ dem Urdreieck congruent. 

Beweis. Man nehme zunifchst AGAP = .ABAD und ver- 
binde den Durchsehnittspnnkt P des Schenkels .\P mit der Peri- 
pherie des Kreises S und die Ecke B durch die Gerade BP; ver- 
längere AP über 1' hinaus, bis sie die Peripherie des Kreises K 
zum zweiten Male in O schneidet; ziehe CO und verlängeiie sie 
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Uber 0 hinaus, bis sie die Peripherie des Kreises T jsirm zweiten 
Male in Q schneidet, und ziehe endlich BQ, so ist; 

^PBG = ^PAG (244, Z. 1) 

= ^ GAB (Constr.) 

= ^GBD(54G, 1) 
also zlPBC = BAP = 2BAD 

^BAP = ZlACO (247) , 

= ^ACQ 

dahe; ZlPBC = ^BAO = ZIACQ. 

Nun ist: y/ ACQ+ ^QCJ = R (Constr.) 

^QCJ = ZLQBJ (244, Z. 1) 
folglich -/ PBC + ^ QBJ = K 
aber .^CBJ = R (Constr.), mithin 

PBC + QBJ + ^ CBJ = 2R, 
folglich QBP eine einzige Gerade. 

Wir haben demnach gezeigt, dass wenn man durch die Ecken 
des Urdreiecks Gerade AO, BP, CQ so zieht, dass = 

Zi. CBP = ^ ACQ Z- BAD, und diese Geraden bis zu ilu-em 

gegenseitigen Durchschnitt verlängert , das so . entstandene Dreieck 
OPQ mit seinen Ecken einzeln auf den Peripherieetj unserer drei 
Kreise liegt.*) 

Mau ziehe GP und GO, so ist: 

zlBPG = ^BAG (244, Z. 1) 
r= Z PBG (siehe oben) 
folglich: , BG = PG (52)....! 

^ ABG + ^ APG = 2R (276) 

= ^APG + ^GPÜ (20) 
mithin : Z ABG = ^GPO .... 2. 

^BAG = ^GCA (A. 546, 1) 

= ^GOP (244, Z,l)..,.3, 
folglich aus 1 , 2 u. 3 A ABG ^ A POG (46) 

*) Dies kann man imch kurzer nacli A. 547 conslriiiren und beweisen ; 
man macht nämlich Winkel ÜAP«=BAlr, verlängert AI’ his O, PB bis Q und zieht 
yO, SU hat man ebenfalls das Dreieck OPy, desseii Kcken y und 0 mit der Ecke 
C des Dreiecks ABC in gei ader Linie liegen (A. 547). Man hat auf die.se Weise 
also den Punkt P im Umfange di'S Kiei.ses S mit ilen beiden eben dieser Periphe- 
rie angehörigen Dreiecksspilzen A und B verbunden und diese Geraden verlängert, 
bis sie die Peripherieeu der beiden andern Kreise zum zweiten Male schueiden. 
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daher AB — DP 

Ferner wt : Z- ACB = zl PQf) 

zlABC = zlABP F^PBC 

= ABP + zlBAP (Constr.) 

= zlOPQ (38) 

mithin AABC^ AOPQ (46); w. z. b. w. 

^554, Zieht man durcli die Spitzen eines beliebigen Dreiecks 
gerade Linien so, dass sie die Gegenseiten oder deren Verlän- 
gerungen unter beliebigen , aber gleichen schiefen Winkeln 
schneiden, oder, was auf dasselbe hinaüskommt, dass sie mit 
den Höhenperpendikeln des Dreiecks, mit welchen sie von der- 
selben Dreiecksspitze auslaiifen , gleichmttssig gleiche Winkel 
bilden (zlKAD = Zl HBE = AJCTP Fig. 142.), und verlän- 
gert dieselben bis zum gegenseitigen Durchschnitt, so 

1) ist das so entstandene Dreieck dem Urdreieck ähnlich; 

2) dessen Ecken liegen einzeln auf den Umfängen der drei 

_ gleichen (A. 508) Kreise, von denen jeder durch zwei 

Spitzen und den Höhendnrchschnift des Urdreiecks geht. 
Beweis. 

1 . Zl HKJ = Zl ABE + Zl EBH — Zl BAK (38 ) 

' = ZlABE-f-ZlBAK-pZlBAD — ABAK (V.) 

= A ABE + A BAD, aber : 

A ABE + A BAD -p A AGB *= 2R (38) 

= A ABE -p A BAD -P A DGE (22) 

= ADGE-pAACB (Oonstr.u.27*5) ' 
folglich ! A HKJ aa: AGB. Analog diesem Beweise ist : 

AKHJ=«:ABAC, 

mithin: AHJK~ AABC (196, Anmk.) 

2. Aus 1 hatte man: 

AHKJ =!= AABE-pA. BAD, addirt man 
‘ hi«»zu: AKAB-p AABK = AKAB-P AABK 
AHKJ-pAKAB-pAABK = AKBG-P AKAG 
AHKJ-pAKAB-pAABK = 2R (38), folglich: 

A KBG -p A KAG = 2H, 
mithin AGBK ein Ki-eisviereck (244, Z. 4). 

Da. aber AGB in Kreis Y steht,, so liegt auch der I’unkt K 
auf der Peripherie dieses Kreise«. Ganz ähnlich ist der Beweis, 
dass der Punkt J im Umkreise des Kreises U und der Punkt H ^ . 
im Umkreise des Kreises V liegt; w. z. b. w. 

de Niem, Beweise und Attflösnngen. II. 7 
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555. Von jedem der ähnlichen Dreiecke, welche man auf die 
im vorigen Satze angegebene Weise erhalten kann, haben die 
drei Ecken gleiche Entfernung vom Hähendurchschnitt des Ur- 
dreiecks. (Fig. 442.) 

Beweis. Man ziehe GK, GJ, GH, so ist: 


Z.AK.G = ^ABG 
^AJG = ^ACG 


(244, Z. 1) 


= ZI AGG (38, Z.2) 
folglich : ^ AKG = z: A JG 

mithin: GK = GJ (52). 

Ebenso ist : GK = GH = GJ ; w. z. b. w. 

Zusatz. Alle die unendlich vielen unter sich und dem Ur- 


dreieck ähnlichen Dreiecke, die man anf die mehr erwähnte Weise 
erhalten kann, haben also in dem Höhendurchschnitt des Urdrei- 
ecks einen gemeinschaftlichen Aehnlicbkeitspunkt. 

Beweis. Die entsprechenden gleichschenkeligen Dreiecke 
wie GHJ, in welche die in Rede stehenden ähnlichen Dreiecke, wie 
HJK, durch die Geraden, die man von den Ecken nach dem Punkte 
G zieht, zerfallen, sind einander ähnlich (196, Anmk.), weil die 
gleichen Winkel auf denselben Bogen stehen ; es verhalten sich also 
die Grundlinien, welches die Seiten der in Rede stehenden Drei- 
ecke sind, wie die Entfernungen der Ecken vom Punkte G , folg- 
lich ist dieser Punkt der gemeinschaftliche Aehnlicbkeitspunkt ' der 
Dreiecke (A. 372), w. z. b. w. 

556. Das grösste unter allen diesen Dreiecken ist dasjenige, 
* dessen Seiten einzeln senkrecht auf den Höhen des UrdreieckB 
stehen, und folglich mit dessen Seiten parallel laufen. 

Beweis. Es sei ATWZ (Fig. 44'.'.) dasjenige, dessen Seiten 
senkrecht auf den Höhenperpendikeln des Urdreiecks stehen. Man 
ziehe GW, so ist: ZlWBG = R (Constr.), folglich GW ein Durch- 
messer des Kreises V (246), also die grösste Sehne (260, Z. 1) und 
daher auch grösser als GH, der Entfernung der Ecke eines ganz 
beliebigen andern von jenen Dreiecken vom gemeinscliaftlichen Aehn- 
lichkeitspunkt G; mithin ist auch GW, >GH,; es verhält sich aber 
WZ f HJ = GW : GH (A. 565, Z. und A. 371) ' 

daher: WZ, : HJ, = GW, : GH, (155, Z. 1) 

folglich: WZ, > HJ„ aber: 

ATWZ : AKHJ = WZ, : HJ, (205) 

■ mithin ATWZ > AKHJ (149); w. z. b. w. 
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Zusatz. Der Flächenraum dieses grössten Dreiecks ist das 
Vierfache vom Inlialte des l^rdreiecks. 

Beweis. Da die Beiten des Dreiecks 'J’WZ parallel denen 
des Dreiecks ACB laufen (26, Z. 1 so sind ACBT, ABCZ, ABWC 
Parallelogramme , in denen die Beiten des Dreiecks ACB einzeln 
die Diagonalen sind, folglich: 

A ABC = A ABT 
= A ACZ 
= A BWC, 

und daher 4 A ABC = A ABT +■ A ACZ + A BWC + A ABC 
= TWZ ; w. z. b. w. 

557. Zieht man durch die Ecken eines Dreiecks gerade Linien 
so, dass jede von ihnen die Gegenseite unter Winkeln von 60“ 
gleichmässig schneidet, so hilden dieselben, bis zum gegenseiti- 
gen Durchschnitt verlängert, ein Dreieck (LMN Fig. 442.), 
welches dem Urdreiecke congruent ist. 

. Beweis. Das Dreieck LMN liegt mit seinen Ecken einzeln 
auf den Umfängen der- drei Kreise und ist dem Urdreieck ähnlich 
(A. 554). Mau fälle GS _L ML und, ziehe GM; es sei ferner der 
Pmikt O der Mittelpunkt des äussern Kreises für das Dreieck ABC ; 
man ziehe BO und fälle OK _L BC, so ist BR = CK = 4KC (241, Z.). 
Ferner ist: .AABC = Al LMN 

oder: A ABO + .A OBR = GMS GMC , 

.^ABO = .AGBD (A. 72) 

= A.GAC (38, Z. 2), 

(weil ABGD = .«^AGE (22) und ABDG = A.AEG = R (Constn)] 

= A. GMC (244, Z. 1), 
folglich : A. OBR = A. GMS 

A.BRO = A-MSG 3= R (Constr.) 

AG « 2G8 (A. 60), [weil AL die Linie BC 
unter einem Winkel von 60® schneidet (V.) und A. ADB = R, also 
A SAG 3= 30® = 4 A AGB] 

AG = 20R (A. 348, Z. 2) 
mithin : OR = GS, 

folglich : A OBR ^ A GMS (46) 

also : BO = GM. Zieht man noch GL und GN, 

so ist AALG = AABG (244, Z. 1) 

= AACG (38, Z. 2) 

= A LMG (244, Z. 1 ) 

7 * 
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also: GM = OL (62) 

ebenso ist; GN = GM = GL. 

Mithin ist G der Mittelpunkt des liussern Kreises des Drei- 
ecks LMN ; daher sind 0 und G Äehnliebkeitspnnkte der Ähnlichen 
Dreiecke ABC und LMN (A. 375). Nun verhält sich: 

AB : MN = BÜ ; GM 
BO = GM 

mithin: AB = MN. 

Ebenso ist : BO x. ML 

AG = NL, 

folglich AABC^ AMNL (60); w. z. b. w. 

558. Zieht man durch die Spitzen eines beliebigen DreiSfcks 
gerade Linien so, dass sie die Gegenseiten oder deren Verlän- 
gerungen gleichmässig unter Winkeln schneiden, von denen 
jeder die Hälfte eines Rechten, so bilden dieselben, bis zum 
gegenseitigen Durchschnitt verlängert, ein Dreieck, nrelches 
doppelt so gross, als das Urdreieck ist. 

Beweis. Mit Beibehaltung der Construction des vorigen 
Satzes (Fig. 442.) ist, wenn LA die Seite BC unter einem Winkel 
von 45* schneidet, auch ASAG = 46“ = .AA68; es wird alsor 
AS = GS 


daher 

AG, = 2GS, (S7) 

und da 

AG = 20K (A. 348, Z. 2) 

so ist: 

AG, = 40R, 

mithin 

GS, = 20R,. Es verhält sich also: 


* GS,:ORq 2 : 1. Da ferner O und G Aehnlich- 

keitspunkte der Dreiecke ABC und LMN (vgl. Bew. zu A. 557), sich 
demnach verhält: IjM : BC = GS: OK, und folglich: 

LM, : BC, = GS, : OK, (155, Z. 1) 
aber auch: LM, : BC, =«= ALMN: AABC (205), so ist: 

A LMN : A ABC = GS, : OK, ■ 

= 2:1 

also A LMN doppolt so gross, als A ABC ; w. z. b. w. 

559. Zieht man in einem beliebigen Dreiecke' diejenigen Trans- 
versalen, welche die Gegenseiten (der Ecken, durch welche sie 
gehen) gleichmässig unter Winkeln schneiden, von denen jeder 
gleich i.st dem dritten Theile eines Rechten, so bilden dieselben 
bei hinreichender Verlängerung ein Dreieck, welches dreimal 
so gross, ak das Urdreieck ist. 
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Beweis. Mit Beibehaltung der Construction der beiden vor- 
hergehenden Sätze (Fig. 442.) w'ird , wenn AL die Linie BC unter 
einem Winkel von 30" schneidet, .i^lSAG =s 60" ^ 2.ilSGA; 
folglich AG = 2AS (A. 60) 

AG = 20K (A. 348, Z. 2) 
mithin AS — OR. 

Nun ist: GS,, = AG, — AS, (87, Z. 1) 

= 40R, — OR, 

= 30R, 

also : - GS, : OR, = 3 : 1 

und hieraus erhält man, analog dem Beweise des vorigen Satzes : 
ALMN =: 3 AABC; w. z. b. w. 

560. Zieht man in einem beliebigen Dreiecke zwei Ternionen 
von Scheitellinien so , dass jede gleiche Winkel mit den Hö- 
henperpendikeln gleichraässig bildet, und der Winkel der einen 
' Ternion das Complement vom Winkel der andern ist, sd ist 
die Suiöme der von diesen Transversalen gebildeten beiden 
Dreiecke eine constante Grösse, nämlich viermal so gross , als , 
das Urdreieck. 

Beweis. Die Kreise, von denen jeder durch zw^ei Ecken 
tmd den HöhendUrcbschnitt des Urdreiecks gehen, sind nicht nur 
untereinander, sondern auch dem äussern Kreise des Urdreiecks 
gleich (A. 508) ; in diesen Kreisen nun stehen die Winkel, welche die 
Seiten der beiden neuen Dreiecke mit den Höhenperpendikeln des 
Urdreiecks. bilden, auf Bogen, deren zugehörige Sehnen die Radien 
de» äuBsem Kreise der genannten Dreiecke sind (A. 555). Trägt 
ÄtMi daher an jeden Endpunkt eines Durchmessers jener Kreise nach 
deipselben Seite’ hin einen' der beiden “Winkel, von denen der eine 
das Complement des andern ist, so an, dass ein Schenkel auf dem 
Diu-ohmesser liegt, so schneiden sich die beiden andern. Schenkel, 
hinreichend verlängert, unter rechten Winkeln (38) ; dieser Durch- 
schnittspunkt liegt mithin im Umkreise (241, Z. 3); die Katheten 
des so entstandenen rechtwinkeligen Dreiecks sind einzeln gleich 
den Radien der änssem Kreise der iu' Rede stehenden Dreiecke 
(245 und 245, Z. 5) und die Hypotenuse gleich dem doppelten Ra- 
dius des äussern Kreises des Urdreiecks. Nennt inan daher diesen 
letzteren Radius R, die beiden andern R', R" und bezeichnet das 
Urdreieck mit A , die beiden andern bezüglich mit A^ A", 
so ist , 
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K‘- + K“* = (2R)* (87) 

= 4ß*, 

also 1) K'2+K"2 :K* = 4: 1, 

aber K'* : R“* = A' : A" (A. 556 und 205), 

daher R'- + R"- : ß'»= A' + A" : A' (153) 

R* : R'^= A : A' (A. 555 und 2u5), - 

folglich R'* 4- R"* : R'^ = A' + A" : A 

= 4:1 (wegen 1 ) , 

mithin • 4 . A = A' 4- A" ; w. z. b. w. 

A II m (ir k II II g. ergibt sich ui»o hieraus der beincrkenswertlic üaiälami, dass 
man bei iiiiseni in Ke(i«‘ stehenden Dreiecken an Flkcheiiraiim nichts verliert, 
man mag einen rechten Winkel an die Möhenperpciidikel des rrdreiecks an- 
legeii (s. A. 55D, Z.), oder denselben in zwei beliebige Stücke theileii und diese 
einzeln anlegen ; denn die beiden lelzteni Dreiecke zusammen sind so gross 
als das erste. 

561. Haben drei Kreise eine solche Lage gegeneinander, dass 
jeder die beiden andern von aussen berührt , und man ver- 
bindet die Mittelpunkte zweier , verlängert diese Gerade bis 
zum Durchschnitt mit derjenigen, welche die Berührungspunkte 
eben dieser beiden Kreise mit dem dritten verbindet, so 

1) verhalten sich die Entfernungen der Mittelpunkte der ge- 
nannten Kreise von jenem Durchschnittspunkte wie ihre 
Halbmesser ; 

2) das Stück der Axe unserer beiden Kreise zwischen ihrem 
Berührungspunkt und dem erwähnten Durchschnittspunkt 
ist die mittlere Proportionale zwischen den Stücken der 
andern Geraden, welche vom Durchschnittspunkte mit der 
ersten aus durch den einen und andern der Berührungs- 
punkte, durch welche sie hindnrehgeht, gebildet werden. 

Beweis. 1. Man ziehe AC, BC, BH (Eig. 443.), so ist 
ABHE = ABEH (51) 

= ACEE (22) 

= ACFE (51), 

folglich - BH II AC (24), 

mithin A AEG «'s ABHG (196), 

also AG : BG = AF : BH. 

2. Man ziehe DF und DE, so ist 
A CFE -4- AEFD -h A DFA = 2R (20) 

= A FED 4- A EFD + A EDF (38) , 


Digitized by Google 



LehrsStze. 


103 


daher ^ CFE + ^ DFA = Zl FED + ^ EDF 

^CFE + ^DFA = /CEF+^ADF (51), 
lolglicli Z: CEF + Zl ADF = ^ FED + Z EDF 

^ EDF + ZI ADF = z: FED + zl CEF (51 ). 

Durch Addition hat- man: 

zlCEF + ZlEDF +2 Zj^DF = zl CEF + EDF + 2 ZI FED, 

folglich Zl ADF = Zl FED, 

daher auch ZlFDG = zlDEG (20) , 

mithin AFDG ~ ADEG (196), 

es ist also FG : DG = DG : EG ; w. z. b. w. 

562> Erklärung. Zieht man in der Ebene eines Kreises 
eine beliebige Gerade und auf sie eine Senkrechte aus dem 
Mittelpunkte, so heisst derjenige Punkt dieser letzteren oder 
ihrer über den Fusspunkt hinausgehenden Verlängerung, wel- 
cher um die Länge der dritten Proportionale zu ihr und dem 
Kreishalbmesser vom Slittelpunkte entfernt ist, der zur ersteren 
Geraden gehörige Pol, die Gerade selbst heisst in Beziehung 
anf diesen Punkt dessen Polare. 

II III e r k u II g 1. Eiiiige franzAsUche Matliciiiatiker, vuii denen überhaupt die.-ie 
Ausdrücke in die Geometrie eingeführt wurden sind, neniien den Punkt der 
Pulare, in welchem sie ron der aus dem Mittelpunkte auf sie gefällten Senk- 
rechten geschnitten wird, und den zu ihr gehörigen Pul zusammen conju- 
girte Pole und sagen: zwei Punkte heissen conjngirte Pole eines Kreises, 
wenn sie mit ihm in derselben Ebene, mit dessen Mittelpunkte in gerader 
l.inie, auf einerlei Seite und in solchen Entfernungen von letzterem liegen, 
dass der Kreishalbmesser die mittlere Proportionale zwischen diesen ist. Eine 
Gerade, durch einen der Pole senkrecht auf die Verbindungslinie beider Pole 
gezogen , heisst die Polare des andern Pols. 

Zusatz 1. 'Zu jeder Geraden als Polare lässt sich leicht 
der zugehörige Pol finden, und umgekehrt. 

ä) Es sei AB (Fig. 444.) die gegebene Gerade ; man soll den 
zugehörigen Pol finden. 

Auflösung. Man ziehe CD_LAB, von D eine Tangente 
DE an den Kreis, fälle vom Berührungspunkte E derselben eine 
Senkrechte EF auf CD, so ist F der gesuchte Pol. 

Beweis. Ziehe CE, so ist 

ZlCED = R (243), 

MgUch CD : CE * CE : CF (209, Z. 2), 

also F der Pol zur Polare AB; w. z. b. w. 
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b) Bis sei B’ der gegebene Pol; man soll die zugeliörige Polare 

finden (B^ig. 444.). 

Auflösung. Man aiebe CB\ errichte auf CB' in B' eine 
Senkrechte B'E, die mau bis zum Durchschnitt mit dem Umkreise 
verlängert, zieht an diesen I’unkt eine Tangente an den Kreis und 
verlängert sie sowohl, als auch die zuerst gezogene Gerade CB', bis 

sie sich in D schneiden , so ist die in D auf CD errichtete Senkr 

rechte AB in ihrer unbegrenzten Verlängerung die Polare zum 
Punkte B'. 

Beweis ist derselbe wie der vorhergehende. 

.t II uie rk II II g '2. Wenn ilie gegebene l’üliii'e den Kreis seliiieidel, wie EK 
(Hg. 444.), und man soll den ziigeliörigen l’nl linden, so falle man CK i EF, 
iin L'ebrigen ist die Cuiislrucliun, su «io der llmvois derselli« wie unter b; 
wenn ferner der gegela'ue l’ol nicbl innerbalb, sondern ausserhalb des Kreises 

liegl, wie II, so ziehe man Cll, iin L'ebrigen ist die Conslriictioii und der Beweis 

dersellie, wie der iiiiler a ; iin erstem dieser beiden Falle ist daher D der Pol 
zur gegebenen Polare EF, im lelzlern EF die Polare zum gegebenen Pole l). 

Anmerkung In Betreff der beiden Falle, wo die gegebene Polaie den Kreis 
berührt, oder wo der gegebene Pol ini Lmfange des Kreises liegt, siehe Zusatz 4. 

Zusatz 2. Jede Gerade in der Blbene eines Kreises hat als 
Polare nur einen einzigen Pol, und zu jedem Punkte in der Ebene 
eines Kreises als Pol gehört nur eine einzige Gerade als Polare. 

Bew'eis. a. Hätte die Gerade AB (Fig. 444.) ausser dem 
Punkte B’ noch einen andern l’uukt, etwa G, als Pol, so wäre 
CG : Cll = CE: CF (A. 562), 
aber CD : CH = CH : CF, 

mithin CG — CD , was nicht möglich ist , folglich 

kann die Polare AB keinen andern Punkt als den Punkt F zum 
Pol haben. 

b. Hätte der Punkt B' ausser AB noch eine zweite Polare, 
etwa GJ, so wäre 

CG :CH = CH: CF (A. 562), 
aber CD : CH = CH : CF, 

mithin OG — CD , was nicht mogUch ist , folglich 

kann der Bhinkt B' als Pol keine andere Gerade als AB zur Folais 
haben ; w. z. b. w, * 

Zusatz 3. Liegt der eine zweier conjugirten Pol« innerhalb 
des Kreises, so liegt der andere notfawendig ausserhalb, und um- 
gekehrt; oder liegt di« Polare ausserhalb des Kreises, so liegt ilir 
Pol innerhalb desselben , und umgekehrt. : o 
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Beweis, a. Läge der zu F (Fig. 444.) gehörige Pol eben- 
falls innerhalb des Kreises, etwa wie der Punkt K, so wäre, wenn 
man an den Punkt E eine Tangente au den Kreis zöge und CK 
bis zum Durchschnitt mit derselbeü verlängerte; 

CD : CE = CE : CF (209, Z. 2) , 
aber CK : CE = CE : CF ( A. 56 2) , 

£oil^ich CD — CK , was nicht möglich ist ; mithin muss 

der zum Pole F gehörige oonjugirte Pol ausserhalb des Kreises liegen. 

Ganz ähnlich ist der Beweis, dass, wenn einer von zwei con- 
jugirten Polen ausserhalb des Kreises liegt, der andere innerhalb 
desselben liegen muss. 

b. Auch für den zweiten Theil des Zusatzes mul seine Um- 
kehrung ist der Beweis dem oben geführten ähnlich. 

Zusatz 4. Liegt dagegen einer der Pole im Umkreise, so 
muss auch dei- andere daselbst liegen, oder, jeder Punkt im Um- 
kreise ist sein eigener conjugirter Pol. Die einem Punkte im Um- 
fange als Pol zugehörige Polare ist die durch diesen Punkt gehende 
T angente. 

Be.weis folgt unmittelbar aus Zusatz 1, verbunden mit 243. 

Aiiuierkun(: 4. .Aus itiisulz 3 iinil 4 siihl innii Icictil, ilsss, je mehr sich 
voll zwei conjiigiTleii l’uleii iler innerhalb iles Kiviscs liegemle vom Mitlc lpiiiikle 
eiiireriil, der aiisserhiilb liegende sich deniselbeii mdiert, bis sie im llmraiige 
ziisamineiiralleii ; dass hiiigegcii der leUlcrc in dem Maasse sich vom Mittel- 
punkte eiitrernt, als der crslerc sich deinsellien nahen ; ist dieser daher endlicli 
der Mittelpunkt seihst, so ist die Kutrerniing des anderen von dem Mittelpunkte 
= OO, lind der Kreisdnrehmesser würde die l’olare dieses andern Poles sein. 

563. Hat man zwei Paare zugeordneter Pole (P, N und (J, 0, 
Fig. 445.) und verbitidet die glelclinamigen , d. b. die iunern 
und die äussem untereinander, so sind diese beiden Geraden 
(PQ, NO) stets antiparallel zu einander, und umgekehrt. 


Beweis. 1. Es ist, wenn mau den Radius mit r bezeichnet; 


daher 

CN . CP = Cü . CQ, 

also 

CN ; CO = CQ : CP, 

folglich 

ANCO ~ AQCP (198), 

folglich 

^CNO = ^CQP 


^ CON = CPQ, 

mithin 

LM anti|| NO (A. 3j7, Anmk.), w. z. b. w. 
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' 2 . Ist LM anti II NO, so sollen P und N, Q und 0 zwei 
Paare zugeordueter Pole sein. Man beschreibe über CN als Durch- 
messer einen Halbkreis, errichte auf CN in P eine Senkrechte PO, 
die' mau bis zum Durchschnitt mit der Peripherie verlängert, ziehe 
CV* und NV, so ist ^CVN = R (246), 
folglich CN : CV = CV : CP (209, Z. 2j. 

Beschreibt man daher aus C als Mittelpunkt mit CV als Radius 
einen Kreis, so sindtP und N ein Paar conjugirte Pole desselben 
(A. 562); nennt man seinen Radius r , so ist also ^ 
r* = CN . CP, 

da LM anti II NO (Vorauss.), so ist ACNO~ ACQP (196), 
daher CO . CQ = CN . CP , folglich auch 
CO.CQ= r2, 

es sind also auch C) und O conjugirte Pole (A. 562), w. z. b. w. 
564 . Jede Gerade (PQ, Fig. 445.), welche die zu zwei beliebigen 
andern (AB, DE) gehörigen Pole (P, Q) verbindet, ist die 
Polare, zu welcher der Durehschnittspunkt (F) dieser letztem 
als Pol gehört, und umgekehrt: der Durehschnittspunkt zwei 
beliebiger Polaren ist der Pol , zu welchem die Gerade als 
Polare gehört, welche die zugehörigen Pole jener verbindet. 
Beweis. 1. Mau ziehe CF, so ist 

.ACNF-p^COF = 2R (Constr.), 
also CNFO ein Kreisviereck (244, Z.. 4), 

mithin ANFC = ^NOC (244, Z. 1) 

= ^CPQ (A. 56S), 

folgUch A CNF A CGP (196, Anmk.) , 

daher CN : CF = CG : CP, 

also CN . CP = CF . CG 

CN . CP = r* (A. 564), wenn r = dem Ra- 
folglich CF . CG = r*, [dius ist, 

daher sind G und F conjugirte Pole, und da _ACGP— .^iCNF=R, 
so ist LM die Polare ziun Pole F (A. 562); w. z. b. w'. 

2. Der Beweis, dass zum Pol F LM als Polare gehört, ist 
dem vorigen ganz ähnlich. 

Anmerkung. Wenn Hie lieiüeii in KeHe sichemlen Geraden AB und DE ein- 
ander parallel sind, so fallen die aus dein Millelpunkte C auf sie gefällUii Senk- 
rechten CN und CO ziiäammen (25, L. u 29; ; es liegen also dann auch die 
Funkle V und Q auf dieser Senkrechten ; die Gerade PU '^'ürde demnach der 
Durchmesser und daher die Polare eines Punktes als Pol, dessen Entfernung 
vom Mittelpunkte bs x (A. 5G2, Z. 4, Anmk.). 
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Zusatz 1 . Liegen daher mehrere Pole in einer geraden 
Linie , so jnüssen' die zugehörigen Polaren entweder einen gemein- 
schaftlichen Durchschnittspunkt haben, oder untereinander parallel sein. 

Beweis, a. Zieht man noch AVZ _L CP (Pig. 445.), so ist 
WFZ die Polare zum Pole (1 (Hauptsatz) , es schneiden sich also 
die zu den drei in gerader Linie liegenden Polen P, 6, Q gehöri- 
gen Polaren AB, IVZ, DE in einem Punkte P, und melir als eine ein- 
zige Polare kann keiner der genannten Punkte haben (A. 562, Z. 2). 

b. Wenn die Pole 1*, G, Q auf dem Durchmesser oder seiner 
Verlängerung liegen , so müssen die zugehörigen Polaren einander 
parallel laufen (A. 562, Anmk., 25, Z. imd29). 

Zusatz 2. Umgekehrt, haben mehrere Gerade einen ge- 
meinschaftlichen Durchschnittspunkt r oder sind parallel, so liegen 
ihre zugehörigen Pole in einer geraden Linie. 

Beweis., a. Es seien AB, WZ, DE (Pig. 445.^ Polaren, die 
sich im Punkte P schneiden; P, G, Q seien die zugehörigen Pole. 
Man ziehe PG und GQ, so ist 

PG antill KP 1 
GQ antill PO 

mithin ^ CGP = CXP = K ( . , , 

• Z1CGQ = ./C0P = K I 

also /CGP -f- CGQ 211, 

und folglich PGQ eine einzige Gerade (21). . 

b. Wenn die in Kede stehenden Geraden parallel laufen, so 
liegen ihre zugehörigen Pole auf einem und demselben Durchmesser 
(A. 562, 29 und 25, Z.), also in gerader Linie. 

565. Ist der Durchschnittspuukt (P, Pig. 445.) zweier Geraden 
der Pol einer dritten (LM), so geht diese durch die zu den 
' beiden ersten gehörigen Pole. 

Beweis. Man ziehe CP , so ist , da LM die Polare von F, 
^CGL = /ICGM = R (A. 562). Pällt man nun CN _L AB und 
COJ_ DE, so ist ACNFcvACGP und ACOF~ACGQ (196), 
folglich CN : CP = CG ; CP, 

daher CN . CP = CP . CG 


= r* (Vorauss.), wenn r der Radius ist, 
mithin P der Pol zu AB (A. 562). 

Eben so ist CO . CQ = CP . CG = r*, 

also auch Q der Pol zu DE, 

es geht mithin LM durch die zu AB und DP gehörigen Pole; w. z. b. w. 
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566. Erklärung. Eiu AVinkcl heisst um einen Kreis be- 
schrieben, wenn seine beiden Schenkel denselben berühren. 

A II me r k II II g. Isl bei einem solclieii Winkel von der Länge seiner Sehenkel 
die Hede, so verslelil man die Sliiekc derselben, zwisclieii den Heriiliriings- 
piinklen und dem Scbeilel. 

56 ä. Der Scheitel jedes um einen Kreis beschriebenen Winkels 
und der rialbirungsjiunkt der zu ihm gehörigen Bertihrungs- 
sehne sind cunjugirte Pole; und die Beriihrungssehne selbst 
ist die Polare zu dem Scheitel des umschriebenen Winkels 
als Pol. 

Beweis. Sind AC und BC (Fig. 446.) zwei Tangenten, so 
ist .^ACB ein um den Kreis beschriebener W’^inkel (A. 566). Man 
ziehe CD, BD, AB, so ist: 

AC = BC (250, Z. 4) 

/ ACE = ..ilBCE (-250, 3) 
mithin A AEC ^ A BEC ("45) 
daher; ^AEC = ^BEC = R (2o) und AE = BE, 
und da: Z1CBD = R(243) 

so ist : CD : BÜ = BD : DE (2U9, Z. 2). 

Mithin sind der Scheitel C des umschriebenen Winkels und 
der Halbirungspunkt E der Bertihrungssebne conjugirte Pole und 
die Berührungssehne AB die Polare zum Scheitel C als Pol CA. 5H2, 
Anmk.); w. z. b. w. 

568. Liegen die Scheitel einer beliebigen Menge von Winkeln, 
die um denselben Kreis beschrieben sind , in einer geraden 
Linie, so haben ihre Berührungssehnen einen gemeinschaftlichen 
Durchschnittspunkt, o<ler smd parallel. 

Beweis folgt unmittelbar aus 564, Z. 1, verbunden mit 
A. 567. 

\ 

569. Umgekehrt, haben die Berührungssehuen, die zu mehreren 
um einen Kreis beschriebenen Winkeln gehören, einen gemein- 
schaRlichen Durchschnittspunkt, oder sind sie parallel,! so lie» 
gen die Scheitel dieser letztem in einer germlen Linie. 

Beweis folgt unmittelbar aus A. 564, Z. 2 , verbunden mit 
A.5G7. 

570. Zieht man von einem Punkte ausserhalb eines Kreises uttch 
demselben ein Paar Schneidende, so ist die diesem Punkte ge- 
hörige Polare diejenige Gerade, welche die beiden innerhalb 
des Kreises befindlichen Punkte jener beiden Schneidenden 
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verbindet, durch welche deren harmonische Theilung zu Stande 
gebracht wird. 

ifeweis. Sind CF und CG (Fig. 446.) die beiden Sclinei- 
denden , so zielie man von C die beiden Tangenten CA und CB 
an den Kreis, ziehe deren Berührungssehne AB, so ist AB die Polare 
zuin Punkte C als Pol (A. 567), und da die Punkte II und J, in 
welchen die Sehne AB die Schneidenden CF und CG schneidet, 
diejenigen inneilialh des Kreises hcfindlichen Punkte sind, durch 
welche die harinonisclie Theilung der beiden Schneidenden zu Stande 
gebracht wird (260), so ist AB, als Polare des Punktes C, dieje- 
nige Gerade, welche die beiden in Rede stehenden I’unkte der bei- 
den von C auslaufenilen Schneidenden verbindet ; w. z. b. w. 

A ri rii e r k II n Solche iiinerholli «)ps Kreises Punkte von \ a ~ 

nietif di« \ou iH^stiimnteii Punkten uiisserFlalh uls Schiieidpniic an ihn geangen 
siiiil, nullen nir iIit Kmzp hailier innere II h r lu o iii K ul |> iiiik t e, die Punkte 
von denen sie uiishmfru, äussere II » i ni o ii i k u I |i u ii k t n noimeii. 

571. Nimmt man ausserhalb eines Kreises eine beliebige An- 
zahl von Punkten, die aut' einer geraden Linie liegen, und 
zieht von jedem derselben ein Paar beliebiger Secanten, so 

, haben die Gera<len , welche die inneren Hanuonikalpunkte je- 
des Paares verbinden, entweder einen gemeinschaftlichen Durch- 
schuittspunkt, oder sind parallel. 

Beweis folgt unmittelbar aus A. 570, verhnnJen mit xi. 564, 

Z. 4. 

572. Umgekehrt, wenn die (ieraden, welche die inneren ilar- 
monikalpuukte von einer beliebigen Menge von iSecantenpaaren, 
von denen jedes von einem Punkte ausserhalb eines Kreises 
beliebig an denselben gezogen werden, verbinden, einen ge- 
meinschaftlichen j)urcbschnittspunkt haben, oder parallel sind, 
so liegen die Punkte, von denen aus jedes Paar von öecanten 
gezogen ist, in einer geraden Linie. 

Beweis folgt unmittelbar aus xV. 570, verbunden mit A. 564, 

Z. 2.. 

573. Hat man zwei beliebige Kreise (C und K Fig. 447.), zieht 
ln ihnen mehrere Paare paralleler Halbmesser so, dass alle 
Paare zugleich entweder auf derselben Seite der Axe liegen 
(CO, KN und CE, KF u. s. w.), oder auf verschiedenen Sei- 
ten derselben (CG, KH und CL, KM n. s. w.), so haben die 
Geraden ON, EF u. s. w. , sowie GH , LM u. s. w. einen ge- 
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als liadien 


meinschaftUchen anf der Axe der Kreise liejrenden Durch- 
schnittspunkt. 

Beweis. Man verlängere ON über N binans, bis «sie die 
verlängerte Axe in A scbneidet, so ist, da CO || KN (V.) : 

A ACO ~ A AKN ri9f.) 
mithin : AC : AK = CO : KN 

aber CO = CE 

KN = KF 
folglich : AC : AK = CE : KF 

und da: CE || KF (V.), 

so liegen die Punkte E, F und A in einer geraden Linie (A. 309). 

Zieht man ferner GH, so ist der Beweis, dass der Durch- 
schnittspunkt J dieser Geraden mit der Axe und die Endpunkte 
L und M der parallelen Halbmesser CL und KM in gerader Linie 
liegen, dem eben geführten ganz ähnlich: es Hegen aber die bei- 
den Punkte A und J auf der Axe der Kreise, mithin haben die 
in Rede stehenden Geraden der einen und der andern Kathegorie 
einen gemeinschaftUchen auf der Axe der Kreise liegenden Durch- ' 
schnittspunkt; w. z. b. w. 

574. Umgekehrt , zieht man durch einen der so erhaltenen 
Durchschnittsjninkte (A , J l’ig. 447.) eine beliebige beide 
Kreise schneidende Gerade, so werden durch die Durchschnitts^ 
punkte zwei Paare paralleler Halbmesser bestimmt. 

Beweis. Es seien die Radien CE und KF parallel; zieht 
man nun EF und verlängert sie , bis sie die verlängerte Axe in 
A schneidet; zieht hierauf von A aus eine beliebige Schneidende 
AO, so sollen die nach den Durehschnittspunkten derselben mit 
den Peripherieen gezogenen Halbmesser paarweise parallel sein ; 
also CO (I KN und CB H KD. 

AC-.AK = CE:KF (196) 


mithin : 

kf = kd!“*'* 

AC:AK = CB: KD. 

Da nun 

ACOB = ACBO (51), 

so ist 

A CBO < R (38) 

folglich : 

AABC > R (20) 

ebenso: 

AADK > R 

folglich : 

AABC ~ AADK (199) 

daher: 

AABC = AADK 
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und folglich CB || KD ("26) ; 

hieraus folgt auch unmittelbar wegen Gleichheit der Winkel : 

• CO II KN. 

Ist ferner CG || KH , und man zieht GH , alsdann durch J 
eine beliebige beide Kreise Schneidende LM, so sollen die nach den 
Durchscbnittspunkten derselben mit den Peripherieen gezogenen 
Halbmesser ebenfalls paarweise parallel sein. Der Beweis ist dem 
oben geführten ganz ähnlich; w. z. b. w. 

575. Liegt jeder der beiden Kreise amsserhalb des andern, und 
man zieht von einem unserer in Rede stehenden Punkte CA, 

J Fig. 447.) an einen derselben eine Tangente (AR, .TU), so 
berührt diese auch stets den andern Kreis. 

Beweis. Man ziehe von A aus die Tangente AR an Kreis 
K und den Radius KR nach dem Berührungspunkte , alsdann in 
Kreis C den Radius CS || KR, so ist: 

AC : AK = CO : KN (A. 574; 
also auch; AC : AK = CS : KR, 

folglich liegen die l^unkte A, R und S in einer geraden Linie 
(A. 309). 

Da nun = R = .^ilASC ('24), so ist AS .eine Tan- . 

geilte des Kreises C, oder die vom Punkte A an Kreis K gezogene 
Tangente ist auch eine Tangente des Kreises C. 

Ganz ähnlich ist der Beweis in Betreff der vom Punkte J 
an die Kreise gezogenen Tangenten; w. z. b. w. 

Anmerkung 1. Unsere lieldeii l’iiiikle sind also l>ei dieser Lage der Kreise 
keine andern als diejenigen, von deiiiMi ,ms man die geineinschartliclicn Tan- 
genten an dieselben zieht , und es ergibt sich .ms den vorigen Salzen zugleich 
ein leichtes Verl'ahren zur Losung der jfnfgahe: An zwei gegebene Kreise die 
geineinschartlichen Tangenten zn ziehen. 

Anmerkung 2. M.an könnte in diesem Kalle die mehr ertvähnlen Punkte (A, 

J) auch als die Scheitel der Winkel hezeichnen , die um die beiden Kreise (C, 

K) zugleich beschrieben sind. 

576. Erklärung. Aebnlichkeitspunkte zweier Kreise 
nennt man die beiden Punkte ihrer Axe, in denen sich die ge- 
raden Linien schneiden, welche die Endpunkte paralleler Halb- 
messer verbinden (A. .573), und zwar heisst äusserer Aehn- 
lichkeitspunkt derjenige (A), wo die zugehörigen paralle- 
len Halbmesser auf derselben Seite der Axe liegen, innerer 

• Aebnlichkeitspunkt dagegen der andere (J), fiir welchen 
das Gegentheil stattfindet (Fig. 447.). 
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Zusatz 1. Für zwei Kreise pbt es nie mehr, als zwei 
Aehulichkeitspunkte. 

Beweis folgt uinnittelbar aus A. 573. ■> 

Zusatz 2. Liegen die beiden Kreise ganz ausser einander, 
, so fallen ihre Aebnlicbkeitspunkte mit denen zusammen, in wel- 
chen die an sie gezogenen gemoinsehaftlicben Tangenten die Axe 
schneiden. 

Beweis folgt unmittelbar aus A. 575. 

. ^ ^ # 

Zusatz 3. Berülmen sieb zwei Kreise von aussen, so ist die- 
ser Beriibrungsjiunkt ihr i n n e rer -Aelinlichkeitspnukt ; berühren 
sic sich dagegen von innen, so ist <l(?r Berührungspunkt ihr Süs- 
serer Aelmlicbkeitspiinkt. 

Beweis, a. Die Kreise (J und K (Fig. 448.) mi^n sich 
in A von aussen berühren; man ziehe durch den Berührungspunkt 
eine beliebige beide Kreise »Schneidende DAB und nach deren 
Durchschnittspunkten mit den Umkreisen die Halbmesser, so ist: 
z: ACl) = ZlAKB r2fi5) 

folglich: CD || BK (26) 

mithin A innerer Aebnlicbkeitspunkt der Kreise C und K (A. 576). 
, b. .Die Kreise C und M (Fig. 448. ) mögen sich in A von 

innen berühren ; man ziehe vom Berührungspunkte eine beliebige 
beide Kreise Schneidende AOD und nach deren Durchschnittapnnk- 
ten mit den Peripherieen die Halbmesser, so ist : 

ZIACD = AMO (265) 
folglich: CD II MO (26) 

daher: A äusserer .Aehnliehkeitspunkt der Kreise C und M (A. 576) 
w. z. b. w. . 

Erklärung. Aehnlichkeitslinie zweier Kreise wollen wir 
künftig jede Gerade nennen, welche durch einen ihrer Aehn- 
lichkeitspunkte geht, und zwar wollen wir sie, wie die letzte- 
ren, in äussere und innere unterscheiden, Jenachdem sie durch 
den einen oder andern der Aebnlicbkeitspunkte gehen. 

» Zusatz 4. Schneidet eine solche AehnlichkeitsKnie einen 

der Kreise, so schneidet sie auch nothwendig den andern, berührt 
sie den einen, so berührt sie auch den andern, und liegt sie end- 
lich ganz ausserhalb des einen, so ist dies auch eben so mit dem 
andern. 

Beweis, a. Zieht man vom änssern Aehnlichkeitspunkte 
A (Fig. 447.) der Kreise C und K eine Aehnlichkeitslinie AF, welche 
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Krnis K Rchnridet, so kann sie, wenn sie nicht mich zngleich Kreis 
C schneidet, denselben entweder nur berühren , oder ganz ausser- 
halb fallen. Herührt sie ihn etwa in E, so wäre, wenn man OE 
zieht, ^AEO = R(-243) 

und da CE || KE, so wäre 

Z.AKC = ^AFK (24) 
also AFK = R 

mithin AE eine Tangente des Krei.ses^K (242), was gegen die 

Voraussetzung; die verlängerte AE kann also den Kreis C nicht 
berühren. 

Fiele sie ganz ausserhalb, so könnte sie nicht den Endpunkt 
des mit KE parallelen Halbmessers CE treffen, sondern nur dessen 
Verlängerung, etwa in Z, dann wäre: 

AC: AK = CZ: KE (lb6) 

aber; AC : AK = CE : KE (vgl. Bew. zu A. 573) 

mithin wäre CE = CZ, was offenbar ungereimt ist; die 

verlängerte AE kann also auch nicht ausserhalb des Kreises C fal- 
len und muss demnach denselben schneiden. Ein ähnlicher Beweis 
gilt für die vom innern Aehnlichkeitspuukte gezogenen Schnei- 
denden. 

b. und c. werden auf ähnliche Weise bewiesen, wie a. 

Zusatz 5. Zieht man eine beliebige Aehnlicbkeitslinie zweier 
Kreise und nach ihr zwei beliebige Parallelen von den Mittelpunk- 
ten aus, so verhalten sich diese stets wie die Halbmesser der 
Kreise. 

Beweis. Es sei GE (Eig. 449.) die innere Aehnlichkeits- 
linie der Kreise C und K und Ci) || KE, so ist 
AICD ~ AAKE I 
und /^ACE AAKG I 

daher AC : AK = CD : KE 

AC : AK = CE : KG, 
mithin: CD ; KE — CE :KG; w. z. b. w. 

A n iiLc r 1% ir M g. Ks ist kiuiin iiülhlg, /.ii eiiimeni, dass fiir aiisscre Aelitiliclikeils- 
linicn die l’arollelen auf einerlei Seile der Axo, für innere auf vcrsdiiedeiiMi 
Seilen liegen müsaen. 

Zusatz 6. Umgeliehrt, durch einen der Aehnlichkeitspuukte 
zweier Kreise geht jede Gerade (ist also eine Aehnlicbkeitslinie der- 
selben), welche die Endpunkte zweier von ihren Mittelpunkten aus- 
laufenden Parallelen verbindet , ilie sidi wie ihre Halbmesser vm- 

de Niem, Beweine and Aaflutmagen. II. 8 
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halten, and zwar durch den äussem Aehnlichkeitspunkt, wenn diese 
Parallelen auf derselben Seite derAxe liegen, im entgegengesetzten 
Fall durch den innem. 

Beweis. Es sei CD || KE (Fig. 449.), so soll, wenn sich 
diese Geraden wie ihre Kadien verhalten , DE eine innere Aehn- 
lichkeitslinie sein. Man ziehe ein Paar beliebiger paralleler Halb- 
messer und verbinde ihre Endpunkte G und F durch die Gerade 
GF, so ist GF eine innere Aehnlichkeitslinie und A der innere 
Aehnlichkeitspunkt (A. 576 und A. 576, Z. 6), und es verhält sich: 
CF:KG = AG: AK (196) 

CF : KG = CD : KE (V.) 
mithin : AC : AK = CD : KE, 

folglich liegen die Punkte D, A, h] in gerader Linie (A. 309) 
und DE geht durch den innern Aehnlichkeitspunkt A. 

• Ganz ähnlich ist der Beweis für den andern Fall, in BetreflF 
des äussern Aehnlichkeit.spunktes. 

577. Beschreibt man in einer Ebene drei beliebige Kreise und 
sucht für je zwei sowohl die äussern als Innern^ Aehnlichkeits- 
punkte, so giebt es unter diesen sechs Punkten immer vier 
Ternionen, von denen jede in einer geraden Linie liegt, näm- 
lich die drei äussem Aehulichkeitspunkte unter einander, und 
jeder derselben mit den beiden innern Aelmlichkeitspunkten, 
welche die beiden zu diesem äussern Aehulichkeitspunkte ge- 
hörigen Kreise beziehungsweise mit dem dritten Kreise bilden. 
Bezeichnet man also unsere drei Kreise mit M, , Mj , Mj 
(Fig. 4 50.), den äussem Aehnlichkeitspunkt von M, und Mj 
mit Aj , den innern mit Jj •, die Achnlichkeitspunkte von M, 
und Mj beziehungsweise mit A, und Jj , und endlich die von 
Mj und Mj mit Aj und J,, so liegen von diesen sechs Punk- 
ten in gerader Linie: 1) Aj, A,, A., 

2) A|, Jj, Jj 

3) Aj, Jj, Jj 

4) Aj, Jj, Jj. 

Beweis. Nennt man die Halbmesser unserer drei Kreise 
Mj, Mj, Mj beziebungswcise Kj, Kj, R,( zieht aus den Mittelpunk- 
ten nach der Geraden , welche zwei der Achnlichkeitspunkte z. B. 
A, und Aj verbindet, die drei beliebigen Parallelen P,, Pj, Pj, 
so ist: 
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P| : Pj = it] : R3 

P2 : P» = Rj : Rj 


(A. 576, Z. 5) 


folglich: P, ;Pj=R, :Rj. 

Es ist also die Gerade A)Ä2 zugleich auch Aehnlichkeitslinie 
für die Kreise M, und II2 (A. 576, Z. 6), und zwar äussere, weil 
die aus den Mittelpunkten nach ihr gezogenen' Parallelen P, . und 
Pj jedenfalls auf derselben Seite der Axe M,Mj liegen; es liegen 
demnach A, und Aj mit A3 in gerader Linie. Ebenso einfach ist 
der Beweis für jeden der drei übrigen Theile des Lehrsatzes. 

Anmerkung. K.s kmm rür ileii ciMeii Aiigeiiblirk nicht anders als berrenideiid 
erscheinen, dass die drei iimern Aelndichkeitspnnkle dreier kreise nicht ebenso 
in gerader Unie liegen, «ie die drei inissern ; dass dies nie möglich ist, davon 
kann man sich durch einen Blick auf die Figur leicht iiherzcngen. Die drei 
äiissern Achnliilikeilspmiktc liegen nämlich auf den Verlängerungen der Axen 
nnserer drei Kreise; die Axen bilden aber ein Dreieck und da man 

Jederzeit eine gerade l.inic ziehen kann, welche entweder zwei Seiten eines 
Dreiecks selbst und ilic Verlangernng der dritten Seite, oder welche die Ver- 
längerungen a'ler drei Seilen schneidet, niemals aber eine Gerade, welche die 
drei .Seiten selbst schnitte, so ist die Möglichkeit gegeben, dass die drei äus- 
sern Aclmlichkcits|mnkte untereinander in gerader l.inic liegen können und 
jeder mit zwei iunem Aehnlichkeils|>uiikteu ; cs ist aber nie möglich, dass die 
drei innern Acbnliclikeil.s|innkte in gerader Liine liegen, well sic auf den Seiten 
des von den Axen gebildeten Dreiecks selbst diegen. 


Zusatz. Liegt dalier von drei Kreisen jeder ausserhalb der 
beiden andern, und man zieht an je zwei ihre gemeinschaftlichen 
Tangentenpaare, so liegen von den sechs Durchschnittspunkten die- 
ser einzelnen Paare viermal drei in gerader Linie. 

Beweis. Die Aehnlichkeitspunkte A, , Aj , A, , J, , Jj , Jj 
(Fig. 450.) sind diejenigen , von denen aus die gemeinschaftlichen 
Tangentenpaare gezogen xverden (A. 575, Anmk. 1), sind also die 
in Rede stehenden Durchschnittsjiunkte, und nach dem' Hauptsätze 
haben die Aehnlichkeitspunkte die im Zusatze erwähnte Lage; 
w. z. b. w. « 

578, Berührt ein Kreis zwei andere gleichartig, d. h. beide zu- 
gleich von aussen oder von innen , so liegt der äussere Aehn- 
lichkeitspunkt dieser letztem mit den Berührungspunkten in 
gerader Linie. 

Beweis. Geschieht die Berührung von aussen , so sind die 
Berülirungspunkte ^ie inneren, im entgegengesetzten Falle aber die 
äussera Aehnlichkeitspunkte der betreffenden Kreise (A. 576, Z. 3), 
und in beiden Fällen liegen sie mit dem äussern Aehnlichkeits- 

8 * 
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pnnkte der beiden Kreise, von denen jeder von dem ersten berührt 
wird, in gerader Linie (A. 577); w. z. b. w. 

579. Berührt dagegen ein Kreis zwei andere ungleichartig, so 
liegt der innere Aehnlichkeitspunkt dieser letzteren mit den 
beiden Berührungspunkten in gerader Linie. 

Beweis. Berührt der erste Kreis den zweiten von aussen; 
den dritten von innen , so ist der erstere Berührungspunkt der in- 
nere, der letztere aber der äussere Aelinliclikeitspunkt der betref- 
fenden Kreise (A. 576, Z, 3); folglich muss der Aehnlichkeitspunkt 
des zweiten und dritten Kreises, welcher mit den genannten in ge- 
rader Linie liegt, der innere sein (A. 577); w. z. b w. 

Zusatz. Sind daher zwei beliebige Kreise gegeben, und 
man construirt zwei andere, von denen der eine den ersten der 
gegebenen von aussen, und den andern von innen, der zweite da- 
gegen diesen letztem von aussen und den ersten von innen be- 
rührt, so schneiden die Geraden, welche die Berührungspunkte in 
dem einen und andern Falle verbinden, die Axe der gegebenen 
Kreise in demselben Punkte, — in ihrem innera Aehnlichkeits- 
punkte. 

Beweis. Da die ' Berührongen zweimal von aussen und 
zweimal von innen stattfinden, so hat man zwei innere und zwei 
äussere Aehnlichkeitspunkte (A. 576, Z. 3), von denen je ein in- 
nerer und ein äusserer mit dem inneren Aehnlichkeitspunkte der 
gegebenen Kreise in gerader Linie liegen (A. 577), oder, mit an- 
dern Worten, der innere Aehnlichkeitspunkt der gegebenen Kreise 
ist der Durchschnittspunkt der Geraden, welche die Berührungs- 
punkte in den genannten beiden Fällen verbinden; w. z. b. w. 

580. Zieht man von zwei beliebigen Punkten (R, S Fig. 451.) 
ausserhalb eines Kreises Tangentenpaare (^D, SE, RF, RG) 
an denselben und verbindet von den vier Berührungspunkten 
je zwei solche, welche nicht demselben Tangentenpaare zuge- 
hören, so bilden die Durchschnittspunkte (A, J) der Gegen- 
seiten des so entstandenen Vierecks (DFEG) die beiden Aehn- 
lichkeitspunkte für diejenigen Kreise, welche man von den 
genannten Punkten (R, S) ausserhalb als Mittelpunkten mit 
den zugehörigen Tangentenlängen als Radien beschreibt. 

Anmerkung, fler nftlhigen Riirze halber wollen wir in dem Nächsitolgeiideii 
uoler Kreis S deujeuigen verstehen, der von diesem Pmikle ans mit der luge- 
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hoi'iifiMi Tftiigeiitenlan).''^ (St) mlor SE) als Karliiis bcsoliiifbeii ist; und in ätm- 
liclii.'Mi Sinne riatnrlicli gehrniwlien wir die Ansdrucke hreis li u. s. «•. 

Beweis. Die Kreise R und S werden vom Kreise B un- 
gleicliartig in G und E und vom Kreise H ebenso in F und D 
berührt, also J der innere Aebidichkeitspunkt jener Kreise (A. 579, Z.). 
Dagegen berührt sowohl der Kreis K in F und E , als der Kreis 
Z fwo Z den in der Figur nicht sichtbaren Durchschnittspunkt der 
Tangenten GR und DS bezeichnet j in G und D unsere Kreise R 
und S von innen, also gleichartig, folglich A äusserer Aehnlichkeits- 
punkt dieser Kreise (A. 578) •, w. z. b. w. 

Zusatz 1. Die vier Punkte A, R, J, S liegen demnach in 
einer geraden Linie. 

Beweis folgt unmittelbar aus A. 576, da RS die Axe und 
A und J die Aehnlichkeitspunkte. 

Zusatz 2. Betrachtet man Viereck DFEG als ursprünglich 
gegeben , so kann man den vorigen Satz auch so aussprechen : 

Zieht man an je zwei Gegenecken eines Kreisvierecks Tangenten, 
so liegen die beiden Durchschnittspunkte derselben mit den beiden 
Durchschnittspunkten der Gegenseiten in gerader Linie. 

Zusatz 3. Da die Kreise S und II sich in D von innen 
berüliren, die Kreise S und B dagegen in E von aussen , so geht 
DE durch den innem Aehnlichkeitspunkt der Kreise B und II 
(A 579); ebenso deicht sieht man, dass die Kreise R und B sich 
in G von innen, die Kreise R und II aber in F von aussen be- 
rühren; die Gerade FG geht also gleichfalls durch den innern 
Aehnlichkeitspunkt der Kreise B und II (A. 579); d. h. der Durch- 
schnittspunkt M der Diagonalen ist der innere Aehnlichkeitspunkt 
dieser Kreise. • 

Zusatz 4. Die Kreise B und H werden vom Kreise K 
von aussen in E und F, vom Kreise Z (Z Durehschnittspunkt der 
Tangenten KG und DS) aber von hiuen in G und D berührt; also 
ist A der äussere Aehnlichkeitspunkt der Kreise B und HfA. 578j. 

Zusatz 5. Es liegen also auch die Punkte A, B, M, II in 
gerader Linie. 

Beweis folgt unmittelbar aus A. 576, da BH die Axe und 
A und M die Aehnlichkeitspunkte sind. 

Zusatz 6. Die Kreise Z und B berühren sich in G von 
innen, die Kreise K und B dagegen in E von aussen, folglich geht 
GE durch den iimeru Aehnlichkeitspunkt der Kreise Z und K 



Digitized by Googl 



118 


Vierter AbschuiU. 


(A. 579); ferner berühren sich die Kreise Z und H in D von in- 
nen, die Kreise K und II dagegen in F von aussen , daher geht 
DF gleichfalls durch den innern Aehnlichkeitspunkt der Kreise Z 
und K; d. h. der Durchschnittspunkt .1 der Gegenseiten GE und 
DF des Vierecks DFEG ist der innere Aehnlichkeitspunkt dieser 
Kreise. Ferner werden die Kreise Z und K vom Kreise S in D 
und E von innen und vom Kreise R in G und F ebenfalls von in- 
nen berührt; die Geraden DE und GF gehen also durch den äus- 
sern Aehnlichkeitspunkt der Kreise Z uud K (A. 578); d. h. der 
Durchschnittspunkt M der Diagonalen des Vierecks DFEG ist der 
äussere Aehnlichkeitspunkt dieser Kreise. Da nun KZ die Axe, J 
und M die beiden Aehnlichkeitspunkte sind , so liegen die Punkte 
M, K, J, Z in gerader Linie (A. 576). 

Zusatz 7. Ist also ein Viereck in einen Kreis beschrieben 
und ein anderes um denselben so , dass die Ecken jenes mit den 
Berührungspunkten dieses zusammenfallen , so haben ihre beidersei- 
tigen Diagonalen einen gemeinschaftlichen Durchschnittspuukt. 

Beweis. Die Gegenecken B und H des umschriebenen 
Vierecks BZHK liegen mit dem Durchschnittspunkte M der Diago- 
nalen des eingeschriebenen ^'ierecks DFEG in gerader Linie (Z. 5) 
und ebenso die Gegenecken Z und K fZ. 6), folglich schneiden sich 
die beiderseitigen Diagonalen in einem Punkte. 

Passen wir den Inhalt imseres Hauptsatzes und seiner sieben 
Zusätze in ein Resultat zusammen , so erhalten wir folgenden 
Lehrsatz : 

581. Beschreibt man in einen Kreis ein beliebiges unregelmäs- 
siges Viereck, zieht an jeide seiner Ecken eine Tangente, ver- 
längert dieselben, bis je zwei sieh schneiden, so lassen sich aus 
diesen seclis Durchschnittspunkten und denen der drei zuge- 
ordneten Seitenpaare drei Quaternionen bilden, die so beschaf- 
fen sind, dass die zu jeder gehörigen Punkte in gerader Linie 
liegen. Jede Quaternion wird aus zwei Tangentendurchschnit- 
ten und aus zwei Durchschnittspunkten zugeordneter Seiten 
gebildet , die beiden letztem sind die Aehnlichkeitspunkte zu 
den Kreisen, welche man von den erstem aus mit den zuge- 
hörigen Tangentenlängen beschreibt. 

582. Beschreibt man in einen Kreis ein beliebiges unregelmäs- 
siges Sechseck , verlängert je zwei Gegenseiten , bis sie sich 
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• schneiden , so liegen diese -drei Durchschnittspunkte in einer 

geraden Linie. 

Beweis. Es sei ABCDEF (Fig. 452.) das Sechseck; die 
Durchschnittspunkte der Gegenseiten G, H, J; die Durchschnitts- 
pnnkte der an zwei Gegenecken gezogenen Tangenten K, L, M. 
Nun ist , wenn man AC und DF zieht , in Viereck ACDF der 
Punkt J der Durchschnittspunkt zweier Gegenseiten, folglich ein 
Aehnlichkeitspunkt der Kreise K und M (A. 580), und da dieselben 
vom Kreise S ungleichartig in A und 1) berührt werden, so ist J 
der innere Aehnlichkeitspunkt jener Kreise (A. 579). 

Auf analoge Weise zeigt mau, dass H der innere Aehnlich- 
keitspunkt der Kreise L und M und G der äussere Aehnlichkeits- 
pimkt der Kreise K und L ist. 

Mithin liegen die Punkte G, H, J in gerader Linie (A. 577); 
w. z. b. w. 

A ri III e r k i> D g 1. \)d (htr Lehrsatz A. 580 für vier g.inz beliebige Punkte im 

Lmfaiige eines Kreises gllL gilt auch iJei daratir gestutzte Beweis für die 
in Bede stehende Ligenschart des Kreissechsecks dügeiiiein und für jede Art 
desselben. 

Anmerkung 2. .Man ptlegt uiisern Lehrsatz iiiihl selten nach seinem ersten 
Entdecken Pascal'» Lehrsatz zu nennen. 

Anmerkung Ü. ln einzelnen Fallen kann es geschehen , dass die Punkte G, 
IL J die drei aussern Aehnlichkeitspunkle der Kreise K, L und M sind. Ist 
z. B. das Sechseck ABCDEF (Fig. 45iL) gegeben^ in welchem die Wiukel hei 6 
und E niisspringcnde sind, so sind G H. J die Diirchschnillspunkte der Ge- 
genseilen, K, L, M die Diirchschnillspunkte der an zwei (legenecken gezugetien 
Tangenten. Nun werden die Kreise K und M vuiii Kreise P in D und C und 
vom Kreise S io A und F von innen berührt; daher sind CD und AF äussere 
Aehnlichkeitslinien und ihr Durchschnitlspunkt J der äussere Aehnlicbkeits- 
punkt der Kreise K und M (A. 378); auf ähnliche Weise zeigt man, dass H 
der äussere Aehnlichkeitspunkt der Kreise M und L und G-der äussere Aelm- 
lichkeitspiinkt der Kreise K mul L i'^t. 

ZuHatz 1. Nach A. 580, Z. 2 ist auch J mit K und M in 
gerader Linie, ebenso H mit M und L und G mit K und L. 
(Fig. 452 und 453^. 

Zusatz 2. Von den sechs Punkten also, welche man in 
den drei Durchschnittspunkten je zweier Gegenseiten eines in einen 
Kreis beschriebenen Sechsecks und den drei Durchsclinittspunkten 
der an je zwei Gegciiecken gezogenen Tangenten hat, liegen vier- 
mal drei in gerader Linie. 

Zusatz 3. Verbindet man ein Paar Gegenseiten wie AB 
und DE unseres eingeschriebenen Sechsecks (Fig. 452 und 453.), 
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so liegen nach A, 681 die Punkte & und T als Durchschnittspunkte 
zwei zugeordneter Seitenpaare mit den Durchschnittspunkten K und 
L der an ihre Gegenecken gezogenen Tangenten in gerader Linie, 
und aus ähnlichem Grunde liegen in gerader Linie die Punkte N, 
U, Q, T und V, U, W, G. Dasselbe gilt natürlich von jedem an- 
dern Viereck, wie AÜEF u. s. w. 

Zusatz 4. Nimmt man daher auf der Peripherie eines 
Kreises sechs beliebige Ibinkte so, dass nicht nur je zwei der fünf- 
zehn durch sie bestimmten Sehnen, sondern auch je zwei der sechs 
an sie gezogenen Taugen teu bei hinreichender Verlängerung sich 
schneiden, so erhält man iiinfundvierzig Quaternionen von Punkten, 
die in gerader Linie liegen. 

Beweis. Durch die Sehnen wird das Sechseck in fünfzehn 
Vierecke getheilt, und nach Z. 3 hat man für jedes Viereck drei, 
mithin für alle fniifzehn: fiiufund vierzig Quaternionen von Punkten. 

583 , Beschreibt man um einen Kreis ein beliebiges Sechseck 
und zieht die Diagonalen, welche je zwei Gegenecken verbin- 
den , so haben diese stets einen gemeinschaftlichen Durch- 
schnitt.spunkt. 

Beweis. Es sei NüPQRS (Fig. 452 und 453.) das um- 
schriebene Sechseck ; verbindet man die Berührungspunkte A, B, 
C, D, E, F unter einander, so sind diese als Beriihrnngssehnen 
beziehungsweise die Polaren, zu denen die Ecken des äussern Viel- 
ecks als Pole gehören (A. 567); daher ist der Dnrchschnittspunkt 
je zweier der Pol für die durch die zugehörigen Ecken des äus- 
sem Vielecks gehende Gerade als Polare (A. 564)y also J der Pol 
für SP, H für RÜ, G für NQ; da aber G, H, J in gerader Linie 
liegen (A. 582) , so haben ihre Polaren einen gemeinschaftlichen 
Durchschnittspunkt in Z (A. 561, Z. 1); w. z. b. w. 

584 . Beschreibt man sowohl in, als um einen Kreis ein Sechs- 
eck und zwar so, dass die Ecken jenes mit den Berührungs- 
punkten dieses zusammcnfalleu , so ist der gemeinschaftliche 
Durchschuittspunkt (A. 583) der drei Diagonalen, welche je zwei 
Gegenecken des äussern Sechsecks verbinden, der Pol für die 
Gerade (A. 582), auf welcher die Durclischnittspunkte je zweier 
Gegenseiten des inneni liegen. 

Beweis. Es sei ABCDEF (Fig. 452 und 453.) das innere 
und NOPQRS das äussere Sechseck, so ist, wie im Beweise des vo- 
rigen Satzes gezeigt wurde, J der Pol für SP und H der Pol für 
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RO, folglich ihr Durchschnittspunkt Z der Pol für die Gerade GH 
(A. 564); da aber die dritte der in Rede stehenden Diagonalen, 
NQ, ebenfalls durch den Punkt Z geht (A. 583) und der dritte der 
in Rede stehenden Durchschuittspunkte zweier Gegenseiten des in- 
nem Sechsecks, G , mit den beiden andern H und J in gerader 
Linie liegt (A. 582) , so liegen die drei Punkte G, H, J auf der 
Geraden, welche die Polare für den gemeinschaftlichen Durclischnitts- 
punkt Z der drei in Rede stehenden Diagonalen als Pol "ist; 
w. z. b. w. 

585. Beschreibt man in einen Kreis ein beliebiges Fünfeck, 
zieht an eine der Ecken eine Tangente und verlängert sie bis 
zum Durchschnitt mit der Gegenseite, so liegt dieser Durch- 
schnittspunkt mit denen von je zwei solchen der vier übrigen 
Seiten, die keinen gemeinschaftlichen Endpunkt haben, in ge- 
rader Linie. 

Beweis. ABCDE (Fig. 454.) sei das eingeschriebene Fünf- . 
eck ; F der Durchschnittspunkt der an die Ecke, A gezogenen Tan- 
gente mit der dieser Ecke gegenüberliegenden verlängerten Seite 
DO ; G und II seien die Durchschuittspunkte von je zwei solchen 
der vier übrigen Seiten, welche keinen gcmeiuschaftlichon Endpunkt 
haben. Man ziehe an die vier übrigen Ecken Tangenten und ver- 
längere sie, bis sie sich gegenseitig und die zuerst gezogene Tan- 
gente schneiden, alsdann ist PQ die Axe der Kreise P und Q, und 
da diese beiden Kreise vom Kreise N in C und D gleichartig be- 
rührt werden, so ist F ihr äusserer Aehnlichkeitspunkt (A. 57C und 
A. bis). Ferner werden die Kreise P und O vom Kreise M in 
C und B, vom Kreise K in A und E ungleichartig berttlirt, mithin 
G innerer Aehnlichkeitspunkt der Kreise P und 0 (A. 379). Ebenso 
ist II der innere Aehnlichkeitspunkt der Kreise ü und Q (A. 379), 
da sie durch den Kreis L in B und A, durch Kreis J in E und D 
migleichartig berührt werden. 

Folglich liegen die Punkte F, G, H in einer geraden Linie 
(A. 577) ; w. z. b. w. 

586. Wird dagegen ein beliebiges Fünfeck um einen Kreb be- 
schrieben, und man verbindet von vier seiner Ecken je zwei 
solche, die nicht an derselben Seite liegen, so liegt der Durch- 
sebnittspunkt dieser Verbindenden stets auf der Geraden, wel- 
che die fünfte Ecke mit dem Berültruugspunkte der Gegen- 
seite verbindet. 
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Beweis. Es sei JKLMN (Fig. 454.) das umschriebene Fünf- 
eck ; verbindet man die Berührungspunkte A, B, C, D, E unterein- 
ander, so sind diese Geraden, als Beriihrungssehnen, beziehungsweise 
die Polaren für die Ecken des äussern Fünfecks als Pole (A. 567); 
daher ist der Durchschnittspunkt je zweier von ihnen der Pol für 
die durch die entsprechenden Ecken gehende Gerade als Polare 
(A. 564); also H der Pol für JL als Polare und G der Pol für 
KAP als Polare. Ferner ist der Berührungspunkt A der Pol für 
die durch diesen l’unkt gehende 'Pangente AF (A. 562, Z. 4) und 
N der Pol für die Berührungssehne CD (A. 567), folglich AN die 
Polare für den Punkt F als Pol (A. 564). Da aber die Punkte 
F, G, II in einer geraden Linie liegen (A. 685), so schneiden sich 
ihre zugehörigen Polaren in einem Punkte (A. 564, Z. 1); es liegt 
also der Durchschnittspunkt K der in Rede stehenden Verbinden- 
den .TL und KM auf der Geraden AN, welche die fünfte Ecke N 
mit dem Berührungspunkte A der Gegenseite KL verbindet; w. z. b. w". 

587. Beschreibt man sowohl in , als um einen Kreis ein Drei- 
eck und zwar so, dass die Berührungspunkte des letzteren mit 
den Ecken des ersteren zusammenfallen, so liegen die drei 
Durchschnittepunkte der Seiten des innern Dreiecks mit den durch 
ihre Gegenecken gehenden Seiten des äussern in gerader Linie. . 

Beweis. Es sei A ABC (Fig. 455.) das eingeschriebene, 

A DEF das umschriebene und G, H, J seien die drei in Rede ste- 
henden Dnrchschnittspunkte. Es werden die Kreise D und E, de- 
ren Axe DE ist, vom Kreise F gleichartig in A und C berührt, 
mithin 6 äusserer Aehnlichkeitspunkt derselben (A. 576 und 578). 
Aus ähnlichen Gründen ist H der äussere Aehnlichkeitspunkt der 
Kreise E und F, und ebenso J der äussere Aehnlichkeitspunkt der 
Kreise D und F ; folglich liegen die Punkte G, H, J in einer ge- 
raden Linie (A. 577); w. z. b. w. 

588. Beschreibt man in einen Kreis ein beliebiges Fünfeck 
(ABDEF Fig. 456.), verlängert ein Paar nicht anliegender Sei- 
ten (AB, DE) bis zum Durchschnitt (G), verbindet die beiden 

’ Endpunkte (B, D) der zwischen den verlängerten liegenden Seite 
mit einem beliebigen Punkte (C; im Umkreise, und verlängert jede 
derselben bis zum Durchschnitt mit der Seite des Fünfecks, welche 
der Ecke gegenüberliegt, von der die Verbindende selbst ausgeht, 
so liegen diese beiden Durchschnittspunkte (H, J) mit dem Durch- 
schnittspunkt (G) der zuerst verlängerten Seiten in gerader Linie. 
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Beweis. Für das Kreissechseck ABCDEF, d. h. dessen siic- 
cessive Seiten die Geraden AB, BO, CD, DE, EF, AF, sind unsere 
in Rede stehenden Punkte G, H, .J die Durchschnitte je zweier 
Gegenseiten , folglich liegen diese Punkte in einer geraden Linie 
(A. 682); w. z. b. w. 

Anmerkung. Dieser SaU gehört Macluiirin; er Iheille ihn zuerst mit in seinem 
Werke: Trealisc of Flu.xiuiis 55 . 623. Mau sieht aus iinserui Dewcise, Hass er 
nur ein besonderer Fall des rasrar>chen Salzes (,\ 582) ist. 

• 589. Erklärung. Im fiinften Buche (251 und 256) ist er- 

wiesen , dass , wenn man durch einen beliebigen Punkt in der 
Ebene eines Kreises gerade Linien zieht, die diesen letztem 
schneiden , alle die Rechtecke , die aus denjenigen Segmenten 
jeder dieser Geraden gebildet werden, welche zwischen diesem 
Punkte und den Durchschnittspunkteu mit dem Umkreise liegen, 
einen constanten Flächeninhalt haben. Dieser Flächenraum 
soll künftig der Kürze halber den Namen Potenz ftihren, 
und zwar wollen wir, insofern von einem bestimmten Punkte 
und Kreise die Rede ist, sagen : Potenz des Punktes für den 
Kreis, oder Potenz des Kreises für den Punkt. Wir wollen 
diese Potenzen noch durch die Beinamen äussere und innere 
unterscheiden , je nachdem der zugehörige Punkt ausserhalb 
oder innerhalb des Kreises liegt. 

' Zusatz 1. Das Maass für die Grösse jeder äusseren Potenz 
ist das Quadrat der von dem zugehörigen Punkte nach dem Kreise 
gezogenen Tangente. 

Beweis folgt unmittelbar aus 259. 

Zusatz 2. Der Halbirungspunkt der gemeinschaftlichen Tan- 
gente zweier Kreise ist daher ein Punkt, der gleiche Potenzen für 
beide Kreise hat. 

Beweis folgt unmittelbar aus Zusatz 1. 

Zusatz 3. Das Maass für die innere Potenz eines Punktes 
ist das Quadrat der zugehörigen halben Mittelsehne, d. h. derjenigen, 
welche auf dem Durchmesser, der durch den zur Potenz gehörigen 
Punkt geht, in diesem Punkte senkrecht steht. » 

Beweis. Es sei C (Fig. 457.) der Punkt; man ziehe durch 
C den Durchmesser DE und errichte auf demselben in C die Senk- 
rechte GF; ziehe ansserdem durch C die beliebige Sehne AB, so 
ist CG = iGF (248 ), 

also 'GF* = CG^ = CD . CE (252) = AC . CB (251); w. z. b. w. 
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Zusatz 4. Die Potenz jedes Punktes im Umfange ist gleich 

Null. 

Beweis. Eines der Segmente der Geraden, die man von 
dem Punkte nach dem Umkreise zieht , welche zwischen diesem 
Punkte und den Durchschnittspunkten mit dem Umkreise liegen, 
wirdi, wenn der Punkt selbst im Umfange liegt, gleich Null, folglich 
auch die l‘otenz; w. z. b. w. 

590. Der geometrische Ort aller derjenigen Punkte, welche für 
einen gegebenen Kreis gleiche Potenzen haben , ist die Peri- 
pherie eines mit dem gegebenen concentrischen Kreises. 

Beweis. Es sei ABCDA (Eig. 458.) der gegebene Kreis, 
EPGE ein beliebiger mit ibm concentrischer. Man ziehe von be- 
liebigen Punkten E, G dieses letzteren Tangenten an den gegebenen, 
verbinde ihre Endj)unkte mit dem Mittelpunkte, so sind die so ent- 
standenen rechtwinkeligen (243) Dreiecke AEK und DGK con- 
gruent (46), also AE = T)G, d. h. alle Tangenten, die man von 
beliebigen Punkten im Umfange des concentrischen Kreises an den 
gegebenen zieht , sind von gleicher Länge , daher sind auch deren 
Quadrate gleich gross, und niitliin ist die Peripherie dos mit dem 
gegebenen concentrischen Kreises der geometrische Ort aller der- 
jenigen Punkte, welche für den gegeljcnen Kreis gleiche äussere ' 
Potenzen haben (A. 589, Z. 1), wenn ersterer grösser als der ge- 
gejjene Kreis ist. Ist der concentrische Kreis, wie HJLH, kleiner 
als der gegebene, so ziehe man von beliebigen Punkten B, C dieses 
letzteren an den mit ihm concentrischen Tangenten, vollende wieder 
die rcchtwinkeligen Dreiecke BUK und CJK, so sind diese cou- 
gruent (46), also BH = CJ , d. h. alle 'l'angenten, die man von 
beliebigen Punkten im Umfange des gegebenen Kreises an den mit 
ihm concentrischen zieht, sind von gleicher Länge, daher sind auch 
deren Quadrate gleich gross ; diese Tangenten aber sind halbe Sehnen 
fiir den gegebene;! Kreis (248) und ihre Berührungspunkte die llal- 
birungspunkte der ganzen Sehnen , mithin ist der geometrische Ort 
aller Punkte, welche für den gegebenen Kreis gleiche innere Po- 
tenzen haben, die Peripherie eines mit dem gegebenen concentrischen 
Krebses (A. 589, Z. 3), der kleiner als jener ist; w. z. b. w. 

^ A II III erk II iig. Da die l’iiiiktu, deren l’uleiiz gleieli Null ist, im L'mraiige des 
gegeticneii Kreises liegen, so lileibl unser Salz fiir diesen Fall auch noch in- 
sofern wahr, als der zu constriiireiide cunceiilrische Kreis mit der 1‘eripherie 
lies gegelienen zusammenrälU. 


t 
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Zusatz. Haben daher mehrere "Punkte gleiche Süssere Po; 
tenzen für einen Kreis, so sind die dem Kreise umschriebenen Winkel, 
deren Scheitel jene Punkte sind, von gleiclier Grösse. 

Beweis. Aus der Congruenz der Dreiecke AEK und UGK 
folgt: ..^AEK = .1^1 DGK; diese W"inkel sind aber die halben um- 
scliriebenen (2ö0, 3), also sind auch die ganzen einander gleieh. 

591. Hat ein Punkt für zwei Kreise gleiche und gleichartige 
Potenzen , so ist di# Differenz der Quadrate seiner Entfernun- 
gen von den Mittelpunkten dieser Kreise gleich der Differenz 
der Quadrate ihrer Halbmesser; ist also eine constante, von 
der besondern Lage des Punktes unabhängige Grösse. 

Beweis, a. Es sei FG fFig. •459.) die gemeinschaftliche 
Tangente der Kreise B und C!, so ist der Halbimngspunkt A ein 
Punkt gleicher äusserer Potenzen für beide Kreise (A. 589, Z. 2) ; 
zieht man AB, AC und nach den Berührungspunkten die Kadien, 
so ist AF.| = AB,, — BF, | 

AG,=AC,-CG,|^®^’^-^) 

AF, = AG, (Constr.) , 
folglich AB, — BF, = AC, — CG,, 
also auch CG, . — BF, = AC, — AB,. 

b. Es sei ferner DE fFig. 460.) die gemeinschaftliclie Sehne 
der sich schneidenden Kreise B und C ; man ziehe die Axe BC, so 
ist AD = AE und AD _L BC (-'64), fidglich der Punkt A ein 
Punkt gleicher innerer Potenzen für beide Kreise (A. 589, Z. 3). 
Zieht man BD und CD , so ist 


AD, = BD, ■ 


AB. 


= CD, - AC„ 


(87, Z. 2), 


folglich auch BD,' — CD, = AB, — AC,; w. z. b. w. 


Zusatz. Es gibt daher für zwei Kreise unendlich viele Punkte 
gleicher Potenzen. 

591k. Umgekehrt, ist die Differenz der Quadrate der Entfer- 
nungen eines Punktes von den Mittelpunkten zweier Kreise 
gleich der Differenz der Quadrate ihrer Halbmesser, so ist dieser 
Punkt ein Punkt gleicher und gleichartiger Potenzen für die Kreise. 

Beweis. Es sei A der gegebene Punkt (Fig. 459.) ; man 
ziehe von A aus an jeden Kreis eine Tangente und die Kadien 
nach den Berührungspunkten, so ist • 

AC, AB, = CG, — BF, (V.), 
also auch AC, — CG, = AB, — BF,, 
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und folglich AG, = AF, (87, Z. 2). 

Daher ist A ein Punkt gleicher und gleichartiger Potenzen für 
beide Kreise (A. 589, Z. 1); w. z. b. w. 

Zusatz 1. Berühren daher zwei Kreise einander, so ist der 
Berührungspunkt ein Punkt gleicher I^otenzen für sie. 

. Beweis. Der Berührungspunkt liegt im Umfange beider 
Kreise, die Potenz desselben ist also für beide Kreise gleich Null 
(A. 589, Z. 4). , 

Zusatz 2. Schneiden zwei Kreise einander, so ist jeder 
Durchschnittspunkt ein Punkt gleicher Potenzen für sie. 

Beweis wie der von Zusatz 1. 

• 592. Erklärung. Potenzlinie zweier Kreise heisst der 
geometrische Ort aller Punkte (A. 591, Z.) gleicher Potenzen 
für sie. 

A Hin IT k II II g. Kraiizrt.iisdic .Sdirifl'.tclli'r , licsiinders ilic Verfasser der hierher 
geliiirigeii Ahhaiidliiiigcii In den Annalcs de Malheni. de. p. Gcrgüiine', nennen 
diese Linie: axe railical de denx cerdes. 

593a Die Potenzlinie zweier Kreise ist eine Gerade, welche 

1) auf der Axe senkrecht steht und 

2) dieselbe in einem Punkte schneidet , dessen Entfernungen 
von den näheren Durchschuittspunkten der Axe mit den 
Umkreisen sich umgekehrt verhalten, wie die von den 
entfernteren. 

Beweis. 1. Nach A. 184 ist der geometrische Ort aller 
der Punkte , für welche die Differenz df r Quadrate ihrer Entfer- 
nungen 'von den Endpunkten einer Geraden eine constante Grösse 
ist, eine Gerade, welche auf der erstem senkrecht steht; diese con- 
stante Grösse ist aber gleich derjenigen, durch welche die Lage 
eines Punktes, der gleiche Potenzen für zxvei Kreise hat, bestimmt 
wird (A. 591'’); folglich ist der geometrische Ort aller Punkte, 
welche für zwei Kreise gleiche Potenzen haben, eine .zur Axe der 
Kreise senkrechte Gerade. 

2. Ist DE (Eig. 460.) die Potenzlinie der Kreise B und C, 
so ist DE _L BC nach 1 und A ein Punkt gleicher Potenzen ftir 
beide Kreise (A. 592) ; es ist aber 

AD, = AF,AJ = AGrAH (262), 
daher • AJ : AH = AG : AF. 

Liegen die Kreise aussereinander, so hat man nur von dem Punkte, 
in welchem die Potenzlinie die Axe schneidet, Tangenten an die 


Digitizad by Googl 


LelirsStze. 127 

Kreise zu ziehen, so erhält man nach 259 gleichfalls das obige 
Kesultat; w. z. b. w. 

Zusatz 1. Die Potenzlinie zweier Kreise ist daher völlig 
bestimmt und bekannt, wenn man nur einen einzigen ihr zugehöri- 
gen Punkt kennt; denn man braucht nur von ihm aus eine Senk- 
rechte auf die Axe zu fallen, so ist diese Senkrechte die I'otenzlinie. 

Zusatz 2. Für zwei sich berührende Kreise ist die Potenz- 
linie ihre gemeinschaftlichfe Tangente. 

Beweis. Der Berülirungspunkt ist ein Punkt gleicher Po- 
tenzen (A. 591, Z. 1); eine Senkrechte in diesem Punkte auf der 
Axe errichtet ist daher die Potenzlinie, aber auch gleichzeitig die 
gemeinschaftliche Tangente. 

Zusatz 3. Für zwei sich schneidende Kreise ist Vlie Potenz- 
linie die gemeinschaftliche Sehne in ilmcr unbegrenzten Verlängerung. 

Beweis. V'ergl. Beweis zu A. 591. 

Zusatz 4. Die Halbirungspunktc der vier gemeinschaftlichen 
Tangenten, die sich an zwei Kreise ziehen lassen, liegen in gerader 
Linie. 

‘ Beweis folgt unmittelbar aus A. 589, Z. 2 und A. 592. 

Zusatz n. Liegt die Poteiizlinie zweier Kreise ganz ausser- 
halb des einen, so muss sie auch ausserhalb des andern liegen. 

Beweis folgt unmittelbar aus Zus. 2 und Zus. 3. 

Zusatz &. Liegen zwei Kreise entweder ganz aussereinander, 
oder der eine ganz innerhalb des andern, so kann ihre Potenzlinie 
keinem von beiden begegnen. 

Beweis. Liegen die Kreise ganz aussereinander, so kann 
ihre Potenzlinie keinem begegnen , weil sie dm'ch die Halbirungs- 
pnnkte der gemeinsclmftlichen Tangenten geht (Z. 4), und diese 
Punkte natürlich ausserhalb der Kreise liegen. 

Liegt einer der Kreise D (Fig. 459. j ganz innerhalb des an- 
dern, so kann die Poteiizlinie ebenfalls keinem begegnen; denn 
schnitte sie beide Kreise, wie z B. HE, und man zöge CE und DE, 
so wäre E "ein Punkt gleicher Potenzen für beide Kreise (A. 592), 
daher CE* — DK* = CE* ^ DE* (A. 591) , 

also DK* == DE*, was offenbar nicht möglich ist. * 

Auf einen ähnlichen ^\'iderspr^ch würde man stossen, wenn man 
anuähnie , die Potenzliiiie schnitte nur den äussern und berührte 
den innern, oder schnitte den äusserii imd träfe den innern gar 
nicht, oder berührte den äussern; da nun keiner dieser Fälle mög- 
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Hell ist, so innsB die Potenzlinie ausserhalb beider Kreise liegen 
und kann dieselben nicht treffen; w. z. b. w. 

594> Die drei Potenzlinien dreier Kreise haben stets einen ge- 
meinschaftlichen Durchschnittspunkt. 

Beweis. Bezeichnet man die Kreise mit M,, M^, M,; ihre 
Radien beziehungsweise mit R, , R^ , Rj zieht die Potenzlinien von 
M, und Mj und von M, und Mj und bezeichnet die Entfernungen 
des Durchschnittspunktes derselben von (feu Mittelpunkten bezüglich 
mit D|, D,, Dj, so ist 

D,'* — Dji = R.* — K,* 

D,*— D,* = Rj* — K,* 

mithin 1), » — Dj* =r R,* — R,^ 

Es ist also der Durchschnittspunkt der beiden Potenzlinien ein Punkt 
gleicher Potenzen fiir die Kreise M, und Mj (A. daher geht 

die Potenzlinie dieser beiden Kreise auch durch den Durchschnitts- 
punkt der beiden andern Potenzlinien (A. 592 und A. 593, Z. 1); 
w. z. b. w. 


(A. 591), 


Zusatz 1. Daher haben die gemeinschaftlichen Tangenten 
dreier Kreise, von denen jeder die beiden andern bertihrt, immer 
einen gemeinschaftlichen Durchschnittspunkt. 

Beweis. Die gemeinschaftlichen Tangenten sind die Potenz- 
liuien der Kreise (A. 593, Z. 2)’, daher schneiden sie sich in einem 
Punkte (A. 594). 

Zusatz 2. Dassell« gilt von den gemeinschaftlichen Sehnen 
dreier sich schneidender Kreise. 

Beweis folgt, wie der vorige, unmittelbar aus dem Haupt- 
satze, verbunden mit A. 593, Z. 3. 

595. Erklärung. Spricht man von dem Winkel, unter wel- 
chem sich zwei Kreise schneiden, so versteht man darunter 
denjenigen, welchen die beiden Tangenten bilden, die man an 
die beiden Kreise in einem ihrer Durchschnittspunkte zieht. 

Anmerkung 1. Dieser Winkel i.sl, nie k iclu zu sehen, für einen der Dnrch- 
scbnittspunkle von derselben llj'osse, wie lur den andern. 

An in er kling 2. Uci zwei sieh berührenden Kreisen fallen die beiden zu zie- 
henden Tangenten iiiil der geniein.sebartliclien Tangente zusainnicii, daher wird 
der in Rede stehende Winkel gleich Null. 

596. Ein Kreis schneidet zwei andere rechtwinkelig, wenn sein 
Mittelpunkt auf ihrer Potcnzlinie liegt, und sein Halbmesser 
gleich dem Potenzmaasse dieses Punktes, d. h. der von diesem 
Punkte an einen der Kreise gezogenen Tangente gleich ist. 
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Beweis. Es sei DE (Fig. 461.) die Potenzlinie der Kreise 
A und B ; man ziehe von einem beliebigen Punkte C derselben die 
Tangenten CF imd CG an die Kreise-, so ist (!F, = CG, (A. 592 
und A. 589, Z. 1), also auch CF = CG; beschreibt man daher aus 
C als Mittelpunkt mit CF als Radius einen Kreis, so ist derselbe 
der zu construirende dritte Kreis. Zieht man noch AF' und BG, 
so ist ^AFC = ^BGC = K (243), da aber CF und CG Radien 
des Kreises C sind , so sind die Halbmesser AF und BG der Kreise 
A und B Tangenten des Kreises C, folglich schneidet Kreis C die 
Kreise A und B rechtwinkelig (A. 595) ; w. z. b. w. 

A n ni er k II II K. Eiiieu Kreis, ilcr zwei andere rechtwinkelig sclmeidel, neiini'ii 
rianzösischc Schriflsleller den „ccrcle radical" der erstem, weil sein .Mitlel- 
piinkl auf deren ,,axe nidical“ (A. 592, Anink.) liegt. 

597. Zwei Kreise, die zwei andere ganz aussereinander lie- 
gende Kreise rechtwinkelig schneiden, müssen sich selbst immer 
schneiden. 

Beweis. Es sei CD (Fig. 462.) die Potenzlinie der ausser- 
einander liegenden Kreise A und B. Beschreibt man von zwei 
beliebigen Punkten C und D derselben als Mittelpunkten mit den 
von ihnen nach den Kreisen gezogenen Tangenten CG und DF 
ab Halbmessern Kreise , so werden die Kreise B und A von den 
Kreisen C und D rechtwinkelig geschnitten (A. 596) , und da nun 
DFB = Zl CGB = R und DF, CG die Radien der Kreise D 
und C sind, so sind BF und BG Tangenten derselben (242), aber 
BF = BG als Radien des Kreises B, folglich ist B ein Punkt glei- 
cher Potenzen für die Krebe C und D (A. 589, Z. 1 ) ; aus ähn- 
lichen Gründen ist auch der Mittelpunkt A ein Punkt gleicher Po- 
tenzen für die genannten Kreise, daher also die Axe AB der Kreise 
A und B die Potenzlinie der Kreise C und D (A. 592). Zieht 
man noch EF, so ist ED _L AB (A. 593) , 
abo ^DEF-F^'EB = R = Z-BFE + ^EFB. 

Da aber die Kreise A und B aussereinander liegen, so be- 
gegnet ihre Potenzlinie keinem von beiden (A, 593, Z. 6), folglich 
BE > BF, 

mithin zl EFB > ^FEB (42) , 

daher DEF >• DFE, 

folglich DF>DE(41). 

Es ist DF ein Radius des Kreises D, also muss der Punkt E inner- 
halb des Kreises liegen , und da der Punkt E ein Punkt der 

de Niem, Beweine und AuHönnngen II. 9 
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Potenzlinie der Kreise C und D ist, so schneidet dieselbe den Kreis 
D, und hieraus folgt, dass sich die Kreise C und D schnäden 
mässen, da sie sich weder berühren können, noch ganz anssereinander 
liegen; denn im erstem Falle wäre ihre Potenzlinie die gemein- 
schaftliche Tangente (A. 693, Z. 2), im letztem Falle könnte sie 
keinem der Kreise begegnen (A. 593, Z. 6), und Beides widerspricht 
dem so eben Bewiesenen, dass die Potenzlinie den Kreis D schneidet ; 
w. z. b. w. 

598. Zwei Kreise dag^en, welche zwei andere sich schneidende 
rechtwinkelig schneiden, liegen ganz anssereinander, oder der 
eine liegt ganz innerhalb des andern. 

Beweis. Wenn die Kreise C und D (Fig. 462.) sich schnei- 
den, so ist die Gerade, die durch ihre Durclischnittspunkte geht, 
ihre Potenzlinie (A. .')93, Z. 3). Man ziehe von zwei beliebigen, 
aber ausserhalb der Kreise liegenden Punkten A und B der Potenz- 
linie Tangenten AH, BF an die Kreise und beschreibe von A und 
B als Mittelpunkten mit AH und BF als Halbmessern Kresse , so 
schneiden dieselben die Kreise C und D rechtwinkelig (A. .696). 
Es ist also AHD = ^DFB = R 

DH = DF (als Radien), folglich 

D ein Punkt gleicher Potenzen für die Kreise A und B (A. 689, Z. 1). 
Ebenso ist C ein solcher Punkt, mithin CD die PotenzHnie (A. 692); 
daher CD_LAB, 

also z:DEF-^^^EB = R = ^DFE-^-^EFB. 

Da aber der Punkt E, als Punkt der gemeinschaftlichen Sehne der 
Kreise C und D , innerhalb des Kreises D Hegt , so ist 

DF > DE, • 

folglich DEF > Z: DFE (42) , 

und daher zlEFB>^FEB, 

mithin BE >■ BF (41). 

BF ist ein Radius des Kreises B, es muss daher der Punkt E aus- 
serhalb dieses Kreises liegen ; aber BE J_ CD , folglich sind alle 
Geraden, die man von B aus nach CD zieht, grösser als BE (29), 
oder, jeder Punkt der Geraden CD liegt von der Peripherie des 
Kreises B weiter entfernt als der Punkt E, mithin liegt also CD 
ganz ausserhalb des Kreises B und kann demzufolge auch dem 
Kreise A nicht begegnen (A. 593, Z. h ) , und hieraus folgt , dass 
beide Kreise ganz anssereinander, oder der eine ganz innerhalb des 
andern Hegen muss, denn wenn sie sich berührten, so berührte CD 
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den Kreis B (A. 59.8, Z. 2) , nnd wenn sie sich schnitten, so schnitte 
CD den Kreis B (A. 593, Z. 3), was im Widerspruch mit dem eben 
Bewiesenen stünde; w. z. b. w. 

Anmerkung 1. I'a die Kreise A und It der Potenzliiiie CI) nicht hegegnen 
können, so müssen niitfirlicli ihre IVriphericen mit ihren Mitte'pnnkten eilt 
derselheii Seile vnn (il) liegen, woraus otfenbar hervorgellt, dass, wenn man 
die l*nnkle A nnd K so nimmt, ikiss sie ,mr verschiedenen Seilen von CI) 
liegen, die Kreise ganz iinssereinander zu liegen knniinen, dagegen .aber der 
eine ganz innerhalh des andern fallt, wenn man ihre Milteipnnkle auf der- 
selben Seile von der l’olenzlinie anniinmt. 

Anmerkung 2. Wenn die hehlen rechtwinkelig geschnittenen Kreise sich |pe- 
riihren, so wird ihre I'utenzlinie AH zur gemeinsckafliichrn Tangente lA. 593, Z. 2), 
mithin wird also auch BK=HE und AH AE (2Ö9, Z. 2), daher berühren 
sich in diesem Ka'le die Kreise A und B ehenfalls, und zwar in demselben 
l’niikle, in welchem sich die beiden andern Kreise hernhren. 

Anmerkung 3. I.iegl der eine von zwei rechtwinkelig geschnittenen Kreisen 
ganz, innerhalh des andern, so ist, wenn man DK zieht, IIE-l-AB (A.fiOdt, 
also Z. DEK «* B, 

tulglich L UEE < U (38, Z. 4). 

• Daher innss DK den Kreis 11 schneiden (243), mithin ist, da IlK eine Tan- 
gente des Kreises 11. DFx^ DK (250, Z. 3) 

. DK > DE (41). 

also DE ^ DE. 

Es liegt also der Punkt E innerhalb des Kreises D, rorglieh muss derselbe diev 
Linie CD jcnacils des Punktes E, von D ans gereehnel, und daher auch die 
l.iiiie AH schneiden, nnd da AB die Putcnzlinie der Kreise C und D, so 
nitissen sich (vergl. Bew. zu A. .59”) die Kreise, welche zwei andere, von denen 
der eine ganz innerhalh des andern liegt, rechtwinkelig schneiden, seihst schneiden. 

599. Die Peripherieen aller der Kreise, welche zwei andere, 
von denen jeder ganz ausserhalb des andern Hegt, rechtwin- 
kelig schneiden, gehen durch dieselben beiden Punkte, der Axe 
dieser letzteren , haben also diese Axe zur gemeinschaftlichen 
Potenzliiiie. 

Be weis! Werden die ganz aussereinander liegenden Kreise 
A und B (Fig. 462.) von zwei andern Kreisen, C und D, recht- 
winkelig geschnitten, so schneiden sich diese letzteren (A. 597), nnd 
zwar auf der Axe der erstem, da, wie wir aus dem Beweise zu 
A. 597 wissen , diese Axe die Potenzlinie der letztem und mithin 
ein ätttck, LM, derselben ihre gemcinsehaftliche Sehne ist (A. 593, Z. 3). 
Nun ist aber auch die Axe der Kreise C und D die Potenzlinie 
der Kreise A und B (vergl. Bew. zu A. 698); beschreibt man daher 
von einem beliebigen J^unkte N derselben, ak Mittelpunkt, mit der 

9 * 
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von. ihm aus an einen der Kreise A und B gezogenen Tangente, als 
Badius, einen Kreis, so schneidet dieser die Kreise A und B recht- 
winkelig (A. 596), folglich müssen sich die Kreise N und D schnei- 
den (A. 597), und zwar auf der Axe der Kreise A und B aus 
eben den Gründen, wie die für die Kreise C und D oben angeführ- 
ten ; da nun ein Kreis eine Gerade nur in zwei Punkten schneiden 
irann, Kreis D aber, wie gezeigt worden, die Gerade AB in L und 
M schneidet, so muss auch Kreis N die Gerade AB in den genann- 
ten Punkten schneiden; es gehen also die Perlpherieen der Kreise 
C, D und N durch dieselben beiden Punkte, L und M, der Axe 
der Kreise A und B, und diese Axe ist ihre gemeinschaftliche Po- 
tenzlinie; dasselbe gilt auch fiir alle andern, den Kreisen C, D, N 
analog beschriebenen Kreise; w. z. b. w. 

A II Dl e r k uiig. Von tluii buideii Kreisen, welclie rechliviiikelig geschnilteii wer- 
den, kann auch der eine ganz innerhalb des andern liegen (vergl. A. 398, Annik. 1). 

öOO. Hat man zwei beliebige Kreise und beschreibt eine be- 
liebige Menge anderer, von denen jeder die beiden erstem be- 
rührt oder schneidet, so ist der geometrische Ort für die Durch- 
schnittspunkte aller zusammengehörigen Paare der gemein- 
schaftlichen Tangenten oder Sehnen eine gerade Linie — die 
Potenzlinie der beiden ersten Kreise. 

Beweis. Die Potenzlinien sich berührender Kreise sind ihre 
gemeinschaftlichen Tangenten (A. 593, Z. 2) und die Potenzlinien 
sich schneidender Kreise ihre gemeinschaftlichen Sehnen in ihrer 
unbegrenzten Verlängerung (A. 593, Z. 3); es schneiden sich aber 
die drei Potenzlinien dreier Kreise, also je zwei einem dritten, vier- 
ten, fünften u. s. w. Kreise und den gegebenen Kreisen zugehörigen 
Potenzlinien mit der Potenzlinie dieser letztem in einem Punkte 
(A. 594); daher liegen alle in Kede stehenden Durchschnittspunkte 
auf dieser Potenzlinie, sie ist also der geometrische Qrt der genann- 
ten Durchschnittspunkte; w. z. b. w. 

601. Wenn zwei Systeme von Kreisen so beschaffen sind, dass 
jedes eine gemeinschaftliche Axe hat, und' die Axe des einen 
Systems die l’otenzlinie des andern ist, so haben die gemein- 
schaftlichen Sehnen von einem Kreise des einen Systems mit 
einer beliebigen Anzahl von Kreisen des zweiten einen ge- 
meinschaftlicheu auf der Axe jenes ersten Systems liegenden 
Durchschuittspuukt. 
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Beweis. Die gemeinschaftlichen Sehnen eines Kreises des 
ersten Systems mit einer beliebigen Anzahl von Kreisen des zwei- 
ten sind ihre Potenzlinien (A. f)93, Z. 3); es schneiden sich aber 
die drei Potenzlinren dreier Kreise, also die gemeinschaftlichen 
Sehnen des Kreises des ersten Systems mit einem ersten und zwei- 
ten Kreise des zweiten Systems und die Potenzlinie des zweiten 
Kreissystems in einem Punkte (A. 504); beschreibt man nun einen 
dritten, vierten, fünften u. s. w. Kreis des zweiten Systems, so muss 
die gemeinschaftliche Sehne jedes dieser Kreise mit dem Kreise des 
ersten Systems, als Potenzlinie, den Punkt treffen (A. 594), in wel- 
chem sich die gemeinschaftliche Sehne des letztem Kreises mit dem 
ersten Kreise des zweiten Systems , als deren l’otenzlinie , und die 
Potenzlinie des zweiten Kreissystems schneiden; dieser gemeinschaft- 
liche Durchschnittspunkt liegt also auf der zuletzt genannten Po- 
tenzlinie und mithin auf der Axe des ersten Kreissystems (V.); 
w. z, b. w. 

602. Wenn ein beliebiger Kreis (C Fig. 463.) zwei andere (B, 
K) rechtwinkelig schneidet, so haben die vier Durchschnitts- 
puukte (D, E, F, G) stets eine solche gegenseitige Lage, dass 
sich vier Kreise beschreiben lassen, von denen jeder die ge- 
gebenen Kreise (B, K) in zweien dieser Punkte berührt. 
Beweis. Man ziehe in jedem der Kreise B und K die bei- 
den Halbmesser nach den Punkten , in denen er von dem dritten 
C rechtwinkelig geschnitten wird, und verlängere sie so weit, bis je 
zwei sich schneiden, so sind diese vier Durchschnittspunkte M,, M,, 
Mj, M 4 die Mittelpunkte der vier in Rede stehenden Berührungs- 
kreise. ' Zieht man im Kreise C die Radien nach seinen Durch- 
schnittspnnkten mit den beiden andern Kreisen, so ist: 

M,D = M,E 

als Tangenten des Kreises C (259, Z. 2, 243 und V.). 

Ebenso ist: MjG = M^jF 

M,D = MjG 
M4E = M4F. 

Der mit M, D als Radius aus M, als Mittelpunkt beschriebene 
Kreis trifft daher die Kreise K und B in den Punkten D und E ; 
da nun die durch den Mittelpunkt des Kreises K gehende Gerade 
M,D die grösste ist, die man als Schneidende nach der Peripherie 
dieses Kreises ziehen kann (250) , so kann Kreis M| niu' den ein- 
zigen Punkt D mit dem Kreise K gemeinschaftlich haben, er be- 
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rührt ihn also in D von innen daaselbe gilt in BetreflF der 

Kreise M, und B. Auf ähnliche Weise zeigt man , dass Mj die 
Kreise K und B in K und O von aussen, dass Mj den Kreis K in 
D von innen und Kreis B in G von aussen und endlich Kreis 
Kreis K in F von aussen und den Kreis B in E von innen berüh- 
ren; w. z. b. w. 

A II rn e r k II II g. hass iliu geiiaiiiili'ii Kreise in ilen geiimiiilen l’iiiikteii sicli he- 
riikreii, kann man auch darlhiin nach 2UiS, Aiinik., iinlcin ihre MiUel|iniiklc 
lim die algebraisclie Sniiimu ihrer Malhuiesser von einander entrernt sind. 

Zusatz 1. Die Kreise M, und M, berühren die gegebenen 
gleichartig, der erstere von innen , der andere von aussen ; für die 
beiden übrigen JI 3 , dagegen ist die Berührung ungleichartig. 

Zusatz 2. Sowohl die Linie DE, als FG gehen daher durch 
den äusseni Aehnlichkeitspunkt (A) unserer Kreise B und K ; da- 
gegen gehen DG und EF durch den innem Aehnlichkeitspunkt 
(J) derselben (A. 578 und 579). Wir erhalten daher den Satz: 

603. Werden zwei gegebene Kreise von einer beliebigen An- 
zahl anderer rechtwinkelig geschnitten, und man verbindet von 
den vier jedem der schneidenden Kreise angehörigen Punkten 
je zwei solche, welche nicht auf derselben Peripherie eines der 
geschnittenen Kreise liegen, so hat der eine Theil dieser sämmt- 
lichen Verbindenden einen gemeinschaftlichen Durchschnitts- 
punkt im .äusseni Aehnlichkeitspunkt der beiden zuletzt ge- 
nannten Kreise, der andere Theil im iunern Aehnlichkeits- 
punkte. 

Beweis folgt unmittelbar aus A. 602, Z. 2. 

Zusatz 1 . Die Geraden, welche von unsern vier Punkten 
je zwei solche verbinden, die auf der Peripherie eines und dessel- 
ben der geschnittenen Kreise liegen , wie DF und EG , schneiden 
sich, wie leicht zu sehen, immer auf der Potenzlinie der Kreise B 
und K. Beschreibt man also mehrere solcher schneidender Kreise, 
so liegen die Durchsehnittspunkte dieser Linienpaare in gerader Linie. 

Beweis. DF ist die Poteuzlinie der Kreise C und K 
(A. 593, Z. 3) und ebenso EG die l’otenzlinie der Kreise C und 
B ; durch den Durclischnittspunkt K dieser beiden Potenzlinion 
muss nun auch die Potenzlinie der Kreise B imd K gehen (A. 594); 
aber CD = CE als Radien des KreisA f]! ; dieser schneidet' die 
Kreise B und K rechtwinkelig (V.), folglich CD und CE Tangen- 
ten der Kreise K und B (243), daher C ein Punkt gleicher Po- 
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teazen derselben (A. 689, Z. 1) und mithin CB die Potenzlinie der 
Kreise B und K (A. 592); es schneiden sich also die Linien DF 
und EG auf der Potenzlinie der Kreise B und K; ähnlich ist der 
Beweis, dass sich auch alle andern in Bede stehenden Linieupaare 
auf der genannten Potenzlinie schneiden; mithin liegen sämmtliche 
Durehschnittspunkte in gerader Linie; w. z. b. w. 

Zusatz 2. Die Durchschnittspunkte 0, Q eben dieser Li- 
nien mit der Axe BK unserer Kreise sind für alle rechtwinkelig 
schneidende Kreise dieselben. 

Beweis. Für alle die Kreise B undK rechtwinkelig schnei- 
denden Kreise ist die Axe BK der ernsteren die gemeinschaftliche 
Potenzlinie (vergL Bew. zu A. 597) und die Potenzlinie der erstem 
die gemeinschaftliche Axc der letzteren (A. 696); daher haben die 
gemeinschaftlichen Sehnen aller den Kreis K rechtwinkelig schnei- 
denden Kreise einen gemeinschaftlichen auf der Axe BK der Kreise 
B und K liegenden Dnrchschuittspunkt (A. 6ul); dasselbe gilt von 
den gemeinschaftlichen Sehnen aller den Kreis B rechtwinkelig 
schneidenden Kreise; da aber Kreis C die Kreise B und K recht- 
winkelig schneidet (V.), so sind die Durehschnittspunkte 0 und Q 
der gemeinschaftlichen Sehnen mit def Axe BK diejenigen, durch 
welche alle in Rede stehenden Linien hindurebgeheu ; w. z. b. w. 

601, Sind zwei Kreise (B und K Fig. 46d.) gegeben, und man 
beschreibt einen beliebigen dritten (C), der sie rechtwinkelig 
schneidet, so liegen, wie wir bereits wissen (A. G03), zwei 
Paare dieser vier Durehschnittspunkte mit dem äussern und 
zwei Paare mit dem iuneru Achnlichkeitspunkte der Kreise B 
und K in gerader Linie. Zieht mau nun diese Geraden, so 
haben sowohl für den einen, als andern Aehnlichkeitspuukt 
die Rechtecke aus den Segmenten derselben, welche die Ent- 
fernungen des Aehnlichkejtspunktes von den zugehörigen 
Durclischnittspunkten messen (also einerseits die Rechtecke 
AD . AE , AF . AG und andererseits die Rechtecke JD . JG, 
JE ^JF) einen constanten, von der besondem Beschaffenheit 
des schneidenden Kreises ganz unabhängigen Flächeninhalt. 

Beweis. Nach A. 599 gehen alle Kreise, welche B und K 
jrec)itwinkelig schneiden, durch dieselben beiden Punkte (X, Y ) ih- 
rer Axe, alle Rechtecke der einen Klasse sind also dem Rechtecke 
AX . AY , alle der andern Klasse dem Rechtecke JX . JY gleich 
(256); w. sf. b. w. 
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Anmerkung 1. Man kann unseru Satz ancli au ansa|>rechen : Zieht man iliirrh 
einen >ler beiden AehnliehkeiUpunkle zweier Kreise eine beliebige Gerade, wel- 
che beide Kreise sehueidel, su hat das Rechteck ans den Segmenten derselben, 
welche zwischen diesem Aehidicbkeits)iunkte nnd zwei sulchen Riirchschnitls- 
punkten mit den Kreisperipherieen liegen, zu denen keine parallelen Halbmesser 
gehüren, einen cunstanlen FlAcheninbalt. 

Anmerkung 2. Diese constanten Rechtecke sollen künRig den Namen führen; 
g eiüe i n scha ft liehe l'utenz zweier kreise ^ur ihren Aehnlich- 
keilspnukt. 

605. Wenn zwei beliebige Kreise (B, K Fig. 463.), von denen 
jeder ganz ausserhalb des andern liegt , von einer beliebigen 
Menge von Kreisen rechtwinkelig geschnitten werden, so lässt 
sich immer von dem änssern Aehnlichkeitspunkte (A) der bei- 
den erstem ein Kreis beschreiben, der die ganze Anzahl 
der sie rechtwinkelig schneidenden wiederum recht winkelig 
schneidet. 

Beweis. Das Quadrat der Tangente, welche man von dem 
äussem Aehnlichkeitspunkte A der Kreise B und K an irgend ei- 
nen der sie rechtw'inkelig schneidenden zieht, ist gleich der gemein- 
schaftlichen Potenz eben dieser Kreise fiir ihren äussem Aehnlich- 
keitspnnkt, also eitie constanfe Grösse (259 und A. 604) , also alle 
die Tangenten, die man von diesem Aehnlichkeitspunkte an die 
verschiedensten der rechtwinkelig schneidenden Kreise zieht, von 
gleicher Länge. Da nun dieser Aehnlichkeitspnnkt auf der Potenz- 
linie der rechtwinkelig schneidenden Kreise liegt (vergl. Bew. zu 
A. 697), so schneidet der von ihm, als Mittelpunkt, mit der er- 
wähnten Tangentenlänge, als Halbmesser beschriebene Kreis die 
sämmtlichen, die beiden gegebenen B und K rechtwinkelig schnei- 
denden Kreise ebenfalls rechtwinkelig (A. 596); w. z. b. w. 

606, Von dem innem Aehnlichkeitspunkte zweier Kreise aus 
lässt sich immer ein dritter beschreiben , welcher unendlich 
viele andere Kreise — solche, von denen die beiden erstem 
rechtwinkelig geschnitten werden ■ — so schneidet, dass seine 
Durchschnittspunkte mit einem jeden derselben Endpimkte ei- 
nes seiner Durchmesser sind. 

Beweis. Zöge man in einem der rechtwinkelig schneiden- 
den Kreise, wie C (Fig. 463.), von dem innern Aehnlichkeitspunkte 
J der Kreise B und K die halbe Mittelsehne, so würde deren Qua- 
drat gleich sein der gemeinschaftlichen Potenz der Kreise B und K 
für ihren innem Aehnlichkeitspnnkt (252), würde also für alle 
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rechtwinkelig schneidende Kreise eine constante Grösse sein (A. 604) •, 
ein Kreis also, der von J ans als Mittelpnnkt mit der Länge einer 
solchen' halben Mittelsehne als Halbmesser beschrieben wird , muss 
auch die gleich grossen halben Mittelsehnen (A. 599) aller übrigen 
rechtwinkelig schneidenden Kreise zu Halbmessern haben; w. z. b. w. 

.607. Erklärung. Ein Kreis heisst Potenzkreis zweier 
andern (B, K Fig. 463.), wenn er von einem ihrer Aehnlich- 
keitspunkte aus mit der Geraden als ßadius beschrieben wird, 
deren Quadrat das Maass für die diesem Aehnlichkeitspunkt 
zugehörige gemeinschaftliche Potenz dieser Kreise ist. 

Zusatz 1. Der Halbmesser des äussem Potenzkreises, d. h. 
des vom äussem Aehnlichkeitspunkt (A) aus beschriebenen, ist also 
gleich der Tangente, die man von diesem Punkte an einen der 
Kreise zieht, welche die gegebenen Kreise B und K rechtwinkelig 
schneiden. 

Beweis vergl. Bew. zu A. 605. 

Zusatz 2. Der Radius des innern Potenzkreises ist die halbe 
Mittelsehne, die man von dem innem Aehnlichkeitspunkte aus in 
einem der Kreise zieht, welche die gegebenen rechtwinkelig schneiden. 

Beweis vergl, Bew. zu A. 606. 

60S. Liegt ein Kreis ganz innerhalb eines andern, so schneidet 
der innere Potenzkreis beider alle diejenigen Kreise rechtwin- 
kelig, von denen die beiden Urkreise selbst rechtwinkelig ge- 
schnitten werden ; von dem äussem Potenzkreise dagegen wer- 
den eben diese Kreise so geschnitten, dass je zwei zusammen- 
gehörige Durchschnittspunkte Endpunkte eines Durchmessers 
dieses Potenzkreises sind. 

Beweis. Es sei CR (Fig. 464.) die Potenzlinie der Kreise 
B und K, von denen der eine ganz innerhalb des andern liegt; 
man beschreibe von einem beliebigen Punkte C der Potenzlinie 
mit der nach einem der Kreise gezogenen Tangente als Radius ei- 
nen Kreis, so schneidet derselbe die gegebenen Kreise rechtwinke- 
lig (A. 596); verbindet man nun die Durchschnittspunkte D und 
G, so wie D und E, so geht die eiutere dieser Verbindenden, DG, 
hinreichend verlängert, durch den innem Aehnlichkeitspunkt J, die 
andere, DE, durch den äussem A der Kreise B und K (A. 602, 
Z. 2), und es ist: JX.JY die innere, A-X. AY die äussere gemein- 
schaftliche Potenz der genannten Kreise für ihre Aehnlichkeitspunkte 
(A. 604, Anmk. 2). Zieht man nun 
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a) von J aus eine Tangente JF au Kreis C und besehräbt 
aiw J mit JF als Radius einen Kreis, so ist, da JF* = JX. JY 
(259), Kreis J der innere Poteuzkreis der Kreise B und K (A. 607), 
und weil .;ilJFG = R (243) und JF ein Radius des Kreises J, 
so ist CF eine Tangente desselben, mithin schneiden sich die Kreise 
J und C reuhtwiukelig (A. 595). Dass sich Kreis J mit jedem 
andern Kreise, welcher die Kreise B und K rechtwinkelig schnei- 
det, ebenfalls rechtwinkelig schneidet, wird auf ganz Ähnliche Weise 
dargethau. 

b) Zieht man ferner in dem die Kreise B und K cechtwin- 
kelig schneidenden Kreise C durch den Aussern Aehnlichkeitspunkt 
A jener Kreise die Mittelsehne LM, so ist: 

AL == AM (248) 

und AL . AM = AL* = AX . AY (251) ; 

beschreibt mau daher aus A mit AL als Radius einen Kreis, so ist 
derselbe der äussere Poteuzkreis der Kreise B und K (A- 607), 
und die Endpunkte seines Durchmessers LM sind die l’unkte, in 
denen er den Kreis C schneidet. Auf ähnliche Weise zeigt man, 
dass der äussere Poteuzkreis der Kreise B und K jeden andern 
dieselben rechtwinkelig schneidenden Kreis so schneidet, dass die 
Durchschnittspunkte Endpunkte eines seiner Durchmesser sind ; 
w. z. b. w. 

Aiiaierkuug. Was in A. 607, Z. 1 und 2 in Betreff der Uelbincseer der Fu- 
lenzkreisc zweier Kreise gesagt ist. gilt, wie iiiaii sicht, in umgekehrter Weise, 
wenn von den gegehcneti Kreisen der eine ganz innerhalh des andern liegt ; 
es ist nändich in diesem Falle der Halbmesser des aussern Foieuzkreises gleich 
der halben Mittelsehne, die man von dem aussern Aehnlichkcilspnnkte ans in 
einem der Kreise zieht, welche die gegebenen rechtwinkeiig schneiden; und 
der Uadius des imieru Fotenzkreises ist gleich iler Tuigente, die mau vom 
iniiern Aehiiiichheilsimukte an einen der Kreise zieht, welche die gegeheiicn 
rechtwinkelig schneiden. Der Grund ist folgender; die Geruileii DE und GH, 
welche sich im aussern Aelinlicbkeits|iinikle der Kreise H mul K schneiden 
(A. 603), sind die Diagonalen des \ierecks DGEH, um welches Kreis C be- 
sekriehaii ist; ihr DnrcbscKoittspnnkt A muss daher innerhalb dieses Kreises 
liegen, und desslialh ist die halbe MiltcUehne, die man von ihm aus im Kreise 
C zieht, das Haass für die gcmeiuscbaftlicke Fotcuz der Kreise B und K für ihren 
aussern .tehnhclikeilspunkl (251 und 252). Die Geraileii DG und EH dagegen 
schneiden sich im innern Aehiditihkeitspunkte der genannten Kreise (A. 603); 
da dieselben aber Gegenseiten des Vierecks DGEH sind, so müssen sie sich 
verlängert notbwendig ausserhalb des Kreises C schneiden, nnd desshalb ist die 
Tangente, die man von diesem Uurchsebnittspunkte i au Breis C zieht, das 
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Maas^ fiir Hii! geinpiiiscliaFIlichv l’uteiiz der Kreise B nitd K. fiir ihren innern 
/\ehnliebkcits|iuiikl (25B). 

609. Wenn zwei Kreise sich schneitlen, so schneidet sowohl der' 
eine, als der andere ihrer Potenzkreise alle diejenigen Kreise 
rechtwinkelig, von denen die beiden Urkreise selbst rechtwin- 
kelig geschnitten werden. 

'Beweis. Es seien B und K fFig. 465.) die gegebenen sich 
sehneidentlen Kreise, so is-t, ihre gemeinscbaftliche Sehne RN ihre 
Potenzlinie (A. 593, Z. 3). Man beschreibe von einem beliebigen, 
jedoch ausserhalb der Kreise liegenden Punkte C dieser Potenzlinie 
mit der an einen der Kreise gezf)genen Tangente als Radius einen 
Kreis, so schneidet derselbe die gegebenen rechtwünkelig (A. 596); 
verbindet man die Durchschnittspunkte T), E, sowie D, G und ver- ' 
lÄngert die Verbindenden, bis sie die Axe BK schneiden, so ist der 
eine, A, dieser Durchschnittspunkte der äussere, der andere, J, der 
innere Aehnlichkeitspunkt der Kreise H und K (A. 602, Z. 2). Be- 
schreibt man endlich von A und J als Mittelpunkten mit den an 
Kreis C gezogenen Tangenten AL, JF als Radien zwei Kreise, 
so ist der erstere , A, der äussere und der letztere , J , der innere 
Potenzkreis der Kreise B und K (A. 607); denn es ist: 

AL* = Al). AE (259) = der gemeinschaftlichen Potenz der Kreise 
B imd K fiir ihren äussem Aehnlichkeitspunkt und 
JF* = JD . JG = der gemeinschaftlichen Potenz eben der Kreise 
für ihren innern Aehnlichkeitspunkt (A. 604, 
Anmk. 2). 

Wie wir- aus dem Beweise zu A. 597 wissen, ist die Axe BK 
die gemeinschaftliche Potenzlinie aller Kreise, wie Kreis C, welche 
die Kreise B und K rechtwinkelig schneiden, und da die Mittel- 
punkte A und J ihrer beiden Potenzkreise auf dieser Potenzlinie 
liegen, und die Halbmesser derselben gleich den an einen , C , der 
rechtwinkelig schneidenden Kreise gezogenen Tangenten sind, so 
schneiden die Potenzkreise den Kreis C sowohl , wie alle andern, 
die gegebenen Kreise rechtwiukelig sclmeidenden Kreise ebenfalls 
rechtwinkelig (A. 596); w. z. b. w. 

A II ni e r k II II g 1. Üa iHe kreise B iiiiil K sich sdineideii (V.), so köiiuen die 
sie mlilwiiikelig schneidenden kreise, wie kreis C, ihrer Axe nichl begegnen, 
(-A. 598 lind A. 596, Z. li); beide Aehnliekkeils|iiinkle der Kreise B und K 
innssen diHier nuthwendig aiisserlmlb des Kreises C liegen, lind desslialb ist nicht 
«Bein der Kddiiis des iiussern , suuderii auch der Kadius des innern l’otenz- 
krelses gleich der Taiigente, die inan von dem betreirendeii Aehnlichkeäspunkte 
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HK einen der Kreise ziehl, vvekhe die kreise U tmd K rechtwinkelig schneiden. 
Man vergleiche hieriiiit, was über diesen Gogenstaud in A. 607, Z. 1 iimi 2 und 
A. 6U8, Anmk. gesagt worden ist. 

Zusatz. Wenn sich zwei Kreise schneiden, so schneiden 
sich auch ihre Potenzkreise , und zwar in denselben Punkten, 
wie jene. 

Beweis. Beschreibt man einen zweiten Kreis M, welcher 
die Kreise B und K rechtwinkelig schneidet, so liegen die Kreise 
C und M ganz ausser einander (A. 598); da nun Kreis C sowohl, 
als auch Kreis M nicht nur von den Kreisen B und K, sondern 
auch von ihren Potenzkreisen A und J rechtwinkelig geschnitten 
werden (A. 609), so müssen -sich die vier zuletzt genannten Kreise 
in denselben Punkten, K, N, der Axe der Kreise C und M schnei- 
den (A. 599), haben also diese Axe zur gemeinschaftlichen Potenz- 
linie (A. 593, Z. 3). 

A II ni er k II II g 2. Wcmiii die kreise B und K sich berühren, so berühren sieb 
auch, und zwar in dimsclben IMinklc wie sie, alle die Kreise, von denen sie 
rechtwinkelig geschiiilleii werden (A. 598, Aimik.). Geschieht nun die Berüh- 
rung von innen, so ist der Beruhriingspiiiikt der äussere, geschieht sie von 
aussen, der innere Aehnlichkeilspniikt der Kreise (A. 576, Z. 3); ini erstem 
Falle fallen demnach die Punkto A und E, im letztem die Punkte G und J 
zusainnien; es wird also das eine Mal die gemeinschartlicbe Potenz für den 
aiissern Aelinlichkeilspiinkt und mithin der äussere Putenzkreis , das andere 
Mal die gemeiiischariUche Potenz für den iiinerii Aehnlichkeitspunkl und mit- 
hin der innere Potciizkreis gleich Null; in beiden Fallen hat man daher fiir 
die gegebenen Kreise nur einen Polenzkreis, der die Kreise, welche jene rechl- 
winkeiig schiieideu, gleichfalls rechtwinkelig schneidet (A. 596^; da, wie bereits 
erwähnt, diese Kreise sich im Benihruiigspiinkle der brkreise berühren, ihre 
gemeinschariliche Tangente, die Axe der ürkreise, also ihre Polenzlinie (A. 593, 
Z. 2), diese Tangente aber der Halbmesser des Pülenzkreises ist, dessen Mittel- 
punkt auf der Potenzlinie liegt. 

610 . Erklärung. Liegen zwei Punkte auf derselben Seite 
des äussern Aehnlichkeitspunktes zweier Kreise und in solchen 
Entfernungen von ihm, dass das Kechteck aus denselben gleich 
der zu diesem Aehnlichkeitspunkte gehörigen gemeinschaftli- 
chen Potenz der Kreise ist, so sollen diese Punkte potenz- 
halteude in Bezug auf deu äusseruAehnlichkeits- 
puiikt genannt werden. Auf gleiche Weise sollen zwei 
Punkte potenzhaltende inBezieliungauf deu innerii 
Aehnlichkeitspunkt heissen, wenn sie auf verschiedenen 
Seiten dieses Aehnlichkeitspunktes und in solchen Entfernun- 
gen von ihm liegen, dass das Kechteck aus denselben gleich 
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ist der zu dem Aehnlichkeitspnnkte gehörigen gemeinschaft- 
lichen Potenz der Kreise. 

Ein Kreis soll potenzhaltend in Beziehung ajif den äusseni 
oder innem Aehnlichkeitspunkt zweier andern Kreise genannt 
werden, jenacbdeiu die äussere oder innere Potenz für ihn 
gleich der gemeinschaftlichen Potenz beider Kreise für eben 
diesen Aehnlichkeitspunkt ist. 

Zusatz 1. .Jeder Kreis ist daher potenzbaltend in Bezie- 
hung auf den Aehnlichkeitspunkt zweier andern, wenn er durch 
zwei potenzhaltende Punkte geht. 

Beweis folgt unmittelbar aus 259. 

Zusatz 2. Jeder Kreis, welcher in Beziehung auf den äus- 
sern Aehnlichkeitspunkt zweier andern , die ganz ausser einander 
liegen, potenzhaltend ist, schneidet den äussern Potenzkreis der letz- 
tem rechtwinkelig. Jeder Kreis dagegen, welcher in Beziehung auf 
den innem Aehnlichkeitspunkt zwei solcher Kreise potenzhaltend 
ist , schneidet ihren innern Potenzkreis in den Endpunkten eines 
Durchmessers. 

Beweis. 1. Da die äussere Potenz für den potenzhalten- 
den Kreis gleich der gemeinschaftlichen Potenz für den äussern 
Aehnlichkeitspunkt der Urkreise ist (A. 610), so ist das Maass für 
jene äussere Potenz die Tangente, die man vom äus.sern Aehnlich- 
keitspunkte an den potenzhaltenden Kreis zieht (259); da ferner 
die gemeinschaftliche Potenz der Urkreise für ihren äusseni Aehn- 
lichkeitspnnkt gleich dem Quadrate des Halbmessers ihres äussern 
Potenzkreises ist (A. 607), so ist dieses Quadrat auch gleich der 
äussern Potenz für den potenzhaltenden Kreis, also der Halbmesser 
des Potenzkreises das Maass fiir die genannte äussere Potenz; mit- 
hin ist die Tangente, die man vom äussern Aelinlichkeitspunkte 
der Urkreise an den potenzhaltenden Kreis zieht, gleich dem Halb- 
messer des äussern l’otenzkreiscs derselben; zieht man daher im 
potenzhaltenden Kreise einen Halbmesser nach dem Berührungs- 
punkte der Tangente, so steht derselbe senkrecht auf ihr (243), 
also senkrecht auf dem Halbmesser des äussern Potenzkreises, und 
zwar in dessen Endpunkte ; folglich ist der erstere Kadius auch eine 
Tangente des Potenzkreises (242); mithin schneiden sich der potenz- 
haltende und der äussere Potenzkreis rechtwinkelig (A. 595). 

2. Die innere Potenz fiir den potenzhaltenden Kreis ist 
gleich der gemeinschaftlichen Potenz der Urkreise für ihren innem 
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Aehnlichkeitgpimkt (A. ßlO), also das Maass f!tr jene innere Po- 
tenz die halbe Mittelsehne, die inan vom innem Aehnlichkeitspunkte 
im potenzhaltenden Kreise zieht und ?52); es ist ferner die 

ftemeinschaftliche Potenz der Urkreise Hir ihren innern Aehnlich- 
keitspunkt gleich dem Quadrat des Halbmessers ihres innem Po- 
tenzkreises CA. fi07); folglich ist dieser Halbmesser gleich der ge- 
nannten halben Mittelsehne des potenzhaltenden Kreises; der letztere 
Kreis schneidet demnach den innem l’otenzkreis in den Endpunkten 
eines Durchmessers; w. z. b. w. 

m. Jeder Kreis, welcher zwei andere, ganz anssereinander 
liegende, gleichartig berührt, ist für deren äussern Aehnlich- 
keitspunkt potenzhaltend ; für den innern Aehnlichkeitspunkt 
dagegen ist er potenzhaltend , wenn er die genannten Kreise • 
ungleichartig berührt. 

Beweis. Die Punkte, in welchen die beiden ganz aiisser- 
einander liegenden Kreise vom dritten gleichartig berührt werden, 
liegen mit dem äussern Aehnlichkeitspunkte der erstem in gerader 
Linie (A. 578j; das Rechteck aus den Entfernungen der Berüh- 
rungspunkte vom Aehnlichkeitspunkte ist also gleich der äussern 
Potenz für den Beriihrungskreis (A. ,189). 

Da sich nun die drei Potenzlinien, von denen zwei die ge- 
meinschaftlichen Tangenten von je zweien der drei Kreise sind 
(A. 693, Z. 2), in einem Punke schneiden (A. 594), dieser Dnrch- 
schnittspunkt also für alle drei Kreise ein Punkt gleicher Potenzen 
ist (A. 592), und folglich die Tangenten, die man von ihn ans an 
die Kreise zieht, also die beiden gemeinschaftlichen Tangenten, von 
gleicher Länge sind (A. 589, Z. 1), so muas ein Kreis, den man 
ans jenem Durehschnittspunkte mit der genannten Tangentenlänge, 
als Radius, beschreibt, unsere drei Kreise in den Berührungspunkten 
rechtwinkelig schneiden (A. 596); die äussere Potenz für den Be- 
rührungskreis ist demnach auch äussere Potenz für jenen, folglich 
gleich der gemeinschaftlichen Potenz der beiden ganz auseinander- 
liegenden Kreise für ihren äussern Aehnlichkeitspunkt (A. 604), und 
mithin der Berühmngskreis potenzhaltend für diesen äussern Aehn- 
licbkeitspunkt (A, 610). 

Der zweite Fall, wenn die Berührung ungleichartig ist, wird 
dem ersten durchaus analog bewiesen, indem man nur anstatt A. 578 
A. 579 anwendet. 
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Anmerkung. Unser Sntz gilt aiieli nnch, wenn der eine von den beiden 
Kreisen innerhalb des andern liegt. Der Beweis ist dem obigen ganz ähnlich ; 
es tritt nur der Unterschied darin ein, dass bei gleichartiger Beriihrnng die 
innere Potenz tiir den Benibriingskreis gleich ist der geineinschArtlicben Potenz 
der l>eiden ainlern Kreise rur ihren äussern .Aelinilchkeitspiinkt, und bei un- 
gleichartiger Beriihrnng ist die äussere Potenz fiir den Hernhriingskreis gleich 
der gemeinachaftiiehen Potenz der beiden andern Kreise für ihren innern 
Aehnlichkeitspntikt. 

Zusatz 1. Hat man daher eine beliebige Menge von Kreisen, 
von denen jeder zwei gegebene Kreise gleichartig berührt, so ist 
der äussere Aehnlichkeitspunkt dieser beiden letzteren ein Ibinkt 
gleiclier Potenzen fiir die ersteren. 

Beweis. Jeder Berührungskreis ist poteuzhaltend für den 
äussern Aehnlichkeitspunkt der gegebenen Kreise (A. fill), mithin 
ist die gemeinschaftliche Potenz derselben fiir ihren äussern Aehn- 
lichkeitspnnkt gleich der äussern Potenz jedes Beriihrnngskreises 
lur eben diesen Punkt (A. 610), daher sind die äussern Potenzen 
der Berührungskreise für den genannten Punkt alle untereinander 
gleich ; der äussere Aehnlichkeitspunkt der gegebenen Kreise ist also 
ein Punkt gleicher Potenzen für die Berührungkreise ; w. z. b. w. 

Zusatz 2. Für ungleichartige Berührungen gilt etwas Aelin- 
liches vom innem Aehnlichkeitspunkte. 

Beweis ist dein des ersten Zusatzes ähnlich. 

Zusatz 3. Berührt jeder von zwei beliebigen Kreisen zwei 
andere gleichartig, so geht die Potenzlinie der erstem durch den 
änssera Aehnlichkeitspunkt der letztem. 

Beweis folgt unmittelbar aus Zusatz 1, verbunden mit A. 592 
und A. 593, Z. 1. 

Zusatz 4. Bei ungleichartigen Berührungen geht unter diesen 
Umständen die Potenzlinie der berührenden Kreise durch den innern 
Aehnlichkeitspunkt der berührten. 

Beweis folgt unmittelbar aus Zusatz 2, verbunden mit A. 592 
und A. 593, Z. 1. 

Zusatz 5. Wenn von einer beliebigen Anzahl von Kreisen 
jeder zwei andere gleichartig berührt, so liegen die sämmtlichen 
äussern Aehnlichkeitspunkte je zweier in gerader Linie. 

Beweis. Nimmt man zunächst zwei Kreise an, von denen 
jeder die gegebenen zugleich von aussen oder von innen berührt, 
so ist jeder der letzteren potenzhaltend in Beziehung auf den äus- 
sem Aehnlichkeitspunkt der beiden andern (A. 578, 604 und 611), 
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folglich ist die gemeinschaftliche Potenz dieser fiir ihren iiussem 
Aehnlichkeitspunkt gleich der äussern Potenz eines jeden der ge- 
gebenen Kreise für eben diesen Punkt (A. 610), derselbe ist also 
ein Punkt gleicher Potenzen für die gegebenen Kreise . und liegt 
mithin auf ihrer Ibjtenzlinie (A. 592). Beschreibt man' nun . einen 
dritten Kreis, welcher die gegebenen wie die beiden ersten berührt, 
so wird auf ähnliche Weise gezeigt, dass der Aehnlichkeitspunkt 
je zweier auf der genannten Potenzlinie liegt u. s. w. ; es liegen also 
die sämmtlichen äussern Aehnlichkeitspnnkte je zweier Bernhntngs- 
kreise au# der Potenzlinie der gegebenen und mithin in gerader 
Linie ; w. z. b. w. 

Zusatz 6. Etwas Aehnliches gilt bei ungleichartigen Be- 
rührungen fiir die innern Aehnlichkeitspunkte. 

Beweis ist dem des fünften Zusatzes ähnlich. 

612. Erklärung. Aehnlichkeitspolaren zweier Kreise 
sollen die beiden Geraden heissen, welche als Polaren zu den 
Aehnlichkeitspunken dieser Kreise gehören; wie die Aehnlich- 
keitspunkte selbst, zu denen sie gehören, wollen wir sie durch 
die Beinamen äussere und innere unterscheiden. 

Aehnlichkeits axe zweier Kreise dagegen heisst jede 
Gerade, welche die beiden Punkte, in denen diese Kreise von 
einem beliebigen dritten berührt werden, mit einem ihrer Aehn- 
lichkeitspunkte verbindet (A. 578 und 579); sie zerfallen, wie 
die Aehnlichkeitspolaren, in äussere und innere. 

Zusatz 1. Hat man daher drei beliebige Kreise und sucht 
ihre sechs Aehnlichkeitspunkte, so srhält man jeden der vier Pole, 
die fiir jeden Kreis zu den vier Geraden gehören, auf welchen je 
drei jener Aehnlichkeitspunkte liegen (A. 577), als Durchschnitts- 
punkte zweier Aehnlichkeitspolaren. 

Beweis folgt unmittelbar aus A. 612, verbunden mit A. 564. 

Zusatz 2. Berülirt ein Kreis zwei andere, so fällt der zur 
Aehnlichkeitsaxe gehörige Pol des erstem mit dem Durchschnitts- 
punkte der beiden gemeinschaftlicheu Tangenten zusammen — ist 
also ein Punkt auf der Potenzlinie der beiden berührten Kreise. 

Beweis, a. Es seien B und K (Eig. 466.) die gegebenen, 
vom Kreise C in G und H gleichartig berührten Kreise, so ist HGA 
ihre äussere Aehnlichkeitsaxe (A. 612). Zieht man die gemein- 
schaftlichen Tangenten IIE, GE und verbindet deren Durchsebnitts- 
punkt E mit dem Mittelpunkte G des Berülirungskreises , so ist 
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^nCE = ZlGCE (250) 
zlGIIG = ^CGH (51), . 

mithin ^‘HOO == zlGOC (:-!8, Z. 2) = R (20j 

^OGE = R (243), 

*)lglidi GE : CG = CG : GO (299, Z. 2); 

daiier ist der Dnrchschnittspinikt E der gemeinselmftliclien Tati- 
genten der Pol 'zur AehiiliehkeitMixe HGA als Polare fiir Kreis C 
(A. 562), und da HK die Potenzlinie der Kreise C und K, GE 
digenige der Kreise B und C (A. 593, Z. 2), durch *den Durdi- 
schnittspunkt dieser beiden Potenzlinien aber auch iHe dritte der 
Kreise B und K gehen muss (A 594), so ist der genamite Punkt 
ein I'unkt auf der Potenzlinie der beriihrtcn Kreise. 

h. Berührt Kreis C (Fig. 467.) die Kreise B >ind K in G 
und H ungleichartig, so zeigt imin auf ganz ähnliche Weise wie in 
a , dass der zur innern Aehnlichkeitsaxe GH.J gehörige Pol E des 
Berührungskreises mit dem Durchschnittspunkte der gemeinschaft- 
lichen Tangenten GE, HE zusainmmenfiillt und mithin auf der 
■potenzlinie der berührten Kreise liegt; w. z. b. w. 

An m«r kling. Unser Snt 2 bleibt ancb noch hir ilen l'all, wo die MiUel[nmkte 
aller drei Kreise in einer geraden Linie liegen, insnrerii riclilig, als die Aclm- 
liclikeitsaxe der beruhrlen Kreise mit der geineinscbartlirben Axe aller drei 
ziisainmeiifblll, also ein Dnrebinesser des Berfihrimgskicites wird und, da nnii 
der Mittelfiinkl dieses letztem auf der l‘olei<zlinic der erstem liegt, diese eben- 
falls ein ()nrcbmes.ser des Ilernbrnngskreises ist, welcher anf dem erstgenann- 
ten ünrebmesser senkreebt siebt (A. 093) , die Aehnliehkeitsaxe also, als Unreb- 
messer, die Polare eines Punktes fnr den Rerübrnngskreis i.st, dessen Enlfer- 
niing von dem Mitlelpmikle = Oc (A. <ö62, Anmk.4), und der auf der Pntenz- 
liiite der bernKrten KreUe liegt, diese Potenzlinie aber mit den beiden andern 
Potsnzliuicn parallel lauft (26, /. l), weil alle drei zur geineinschaftficben Axe 
senkreebt steben. 

€ 18 . Werden zwei Kreise von einem dritten gleichartig berührt, 
80 geht jede ihrer beiden äussem Aehnlichkeitspolaren durch 
den Pol, der für eben diesen Kreis zur Aehnlichkeitsaxe gehört. 

Beweis. Es seien B und K (Fig. 466.^ die vom Kreise C 
in G und II gleichartig berührten Kreise. Ausser der in A. 612, Z. 2 
angegebenen Constructiou ziehe man noch die beiden äussern zVehn- 
lichkeitspolaren N(i und RS und verlängere sie, bis NC^ die ge- 
meinschaftliche Tangente der Kreise B und C in Q, RS diejenige 
der Kreise K und C in S schneidet, so ist für Krfeis B : 
de Niem, Beweise ond AuflOsongen. II. 10 * 
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NQ die Polare fiir den Punkt A als Pol (Constr.), 

EQ die Polare für den Punkt G als Pol (A. 562, Z. 4), 

folglich AG die Polare fiir den Punkt Q als Pol (A. 564). 

Es ist aber AG die äussere Aehnlicfakeitsaxe der Kreise B und K 

(A. 012), mithin geht die äussere Aehnlichkeitspolare des Kreises B 
durch den Punkt Q, welcher für eben diesen Kreis als Pol zur 
Aehnlichkeitsaxe gehört. Auf ähnliche Weise zeigt man, dass auch 
die äussere Aehnlichkeitspolare des Kreises K durch den Punkt S 
geht, welcher fiir eben diesen Kreis als Pol zur Aehnlichkeitsaxe 
gehört; w. z. b. w. 

Zusatz. Jeder Beriihnmgspunkt liegt mit den 'beiden Polen, 
die in dem einen und andern der sich berührenden Kreise zur 
Aehnlichkeitsaxe gehören, in gerader Linie. 

Beweis. Der Durchschnitt E der beiden gemeiuschafUichen 
Tangenten ist der Pol, zur Aehnlichkeitsaxe gehörig, für Kreis C 
(A. 612, Z. 2), er liegt also auf -der Tangente EQ; der Punkt Q 
dieser Tangente ist der zur Aehnlichkeitsaxe gehörige Pol für Kreis 
B (A. 613); die beiden in Rede stehenden Pole liegen also mit dem 
Berührungspunkte G in gerader Linie. Dasselbe gilt fiir den Be- 
rührungspunkt H und die beiden fiir die Kreise C und K zur Aehn- 
lichkeitsaxe beziehungsweise gehörigen l’ole E und S; w. z. b. w. 

613h, Werden zwei Kreise von einem dritten ungleichartig berührt, 
so geht jede ihrer beiden inuern Aehnlichkeitspolaren durch den 
Pol, der fiir eben diesen Kreis zur Aehnlichkeitsaxe gehört. 

Beweis. Es seien B und K (Fig. 467.) die vom Kreise C 
in G und II ungleichartig berührten Kreise, so ist GJII ilne innere 
Aehnlichkeitsaxe (A. 612); man ziehe die gemeinschaftlichen Tan- 
genten GE, HE , die man bis zum gegenseitigen Durchschnitt ver- 
längert; ziehe alsdann die innern Aehnlichkeitspolaren ND, RF 
und verlängere sie, bis ND die J'angentc GE in Q, RF die Tan- 
gente EH in S schneidet, so ist, analog dem Beweise zu A. 613: 
Q der Pol der Aehnlichkeitsaxe GH für Kreis B, 

S der Pol der Aehnlichkeitsaxe GH fiir Kreis K; 
es geht also jede der beiden innern Aehnlichkeitspolaren durch den Pol, 
der fiir den betreffenden Kreis zur Aehnlichkeitsaxe gehört; w.z. b. w. 

Zusatz. Jeder Berührungspunkt liegt mit den beiden Polen, 
die in dem einen und andern der sich berührenden Kreise zur 
Aehnlichkeitsaxe gehören, in gerader Linie (Fig. 467.). 

Beweis analog dem Beweise zu A. 613, Z. . 
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614. Werden zwei Kreise von einem dritten gleichartig berührt, 
und man verbindet die Berühningspunkte mit zwei solchen 
Endpunkten ihrer äussern Aehnlichkeitspolaren , die auf der- 
selben Seite der Axe liegen , so schneiden sich diese beiden 
Geraden stets in einem Punkte, der a>if der Peripherie des 
dritten Kreises liegt (Eig. 166. _). 

Beweis. 1. Ausser der in A. 612, Z. 2 und A. 613 an- 
gegebenen Construction ziehe man noch die gemeinschaftliche Tan- 
gente RN und verlängere sie, bis sie den äussern Aehnlichkeits- 
punkt A der Kreise B und K trifft (A. 576, Z. 1), so müssen die 
Berührungspunkte N und R mit den Punkten zusammenfallen, in 
welchen die äussern Aehnlichkeitspolaren die Kreise schneiden 
(209, Z. 2 und 562). Ferner ziehe man NG und verlängere sie bis 
zum zweiten Durchschnitt X mit der Peripherie des Kreises C, ziehe 
endlich noch HR und IIX , so hat man offenbar nur zu bew'eisen, 
dass diese beiden Linien eine einzige Gerade ansmachen. 

Da der Halbirnngspunkt der gemeinschaftlichen Tangente NR 
ein Punkt gleicher Potenzen für die Kreise B und K ist (A. ^89, Z. 2), 
also auf deren Potenzlinie liegt (A. 592), so muss ein Kreis, dessen 
Durchmesser NR und dessen Mittelpunkt jener Halbirnngspunkt ist, 
die genannten Kreise in N und R rechtwinkelig schneiden (A. 596), 
und seine äussere Potenz AR . AN für den äussern Aehnlichkeits- 
punkt A (A. 589) ist gleich der gemeinschaftlichen Potenz der 
Kreise B und K für eben diesen Achnlichkeitspunkt (A. 604) ; 
diese gemeinschaftliche Potenz ist aber auch gleich der äussern 
Potenz AH . AG des Kreises C für denselben Punkt (A. 610), da 
Kreis C für ihn potenzhaltend ist (V. und A. 611); mithin ist also 
AR . AN = AH . AG, 

daher AR : AH = AG : AN (202, Z. 5) , 

folglich AAHR ~ AANG (198), 

also ARHA = AGNA 

= ANGQ (247) 

AGHX = AXGQ (247), 

mithin AKHA-I-AGHX = ANGQ + AXGQ = 2R (20), 
folglich HR und HX eine einzige Gerade (21). 

2. Zieht man ferner DG und verlängert sie , bis sie die Peri- 
pherie des Kreises C in Y zum zweiten Male- schneidet, zieht alsdann HY 
und HF, so hat man wiedenim nur zu beweisen, dass diese beiden Linien 
eine einzige Gerade ausmachen. Aus dem Beweise zu 1 hatten wir: 

10 * 
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^RHA-=^GNA, 

oder ^RHY + ./YHG = ^GND + ^DNA, 
aber ^ YHG = ^ YGE (247), 

= zlDGQ (22) 

= ./GND (247), 

mithin ./RHY = .^DNA. 

Da nuiiDN inidh'R_LAK (A.562, Anm.), daher DN || FR ist (2P, Z.l), 
HO int ^DNA = .^FRA (24) 

= .z:frh + ^hra 

== zil FRH + z: RFH (247) , 
und folglich auch ZIRHY = ZlFRH + ZlRh’H 
und zlRHY+zlRHF =rZ.FRH + ^RFH-f-Z.RHF=2R(88), 
mithin HY und HF eine einzige Gerade (21); w. z. b. w. 

614b, Werden zwei Kreise von einem dritten ungleichartig Ine- 
rührt, und man verbindet die Beriibnuigspunkte mit zwei sol- 
chen Endpunkten ihrer innem Aehnliclikeitq>olaren , die auf 
verschiedenen Seiten der Axe liegen, so schneiden sich diese 
beiden Geraden stets in einem Punkte, der auf der Peripherie 
des dritten Kreises liegt (Fig. 4G7.). 

Beweis. Ausser der in 6 1 3*> angegebenen Constructioa ziehe 
man die gemeinschaftliche Tangente NR, welche duncfa den inncra 
Aebnlichkeitspunkt J gehen muss (A. 676, Z. 2), und die Benäh- 
rungspunkte N, R sind diejenigen, in welchen die Peripherieen der 
Kreise von ihren inneru Aehnlichkeitspolaren geschnitten wenden 
(209, Z. 2 und A. 562, Anmk.). Zieht man nun GN und GD und 
verlängert beide, hjs sie die Peripherie des Kreises C zutn zweiten 
Male in K und Y schneiden, zielit alsdann HX, HR, so wie HY, 
HF, so hat man offenbar niir zu bewrisen, dass HX und HR eine 
einzige Gerade ausmachen, und ebenso HY und IDf eine einzige 
Gerade sind ; dieser Beweis aber wird auf ganz ähnliche Weise ge- 
fiihrt, wie der Beweis zu A. 614; w. z. b. w. 

615 . Werden zwei Kreise von einem dritten gleichartig berührt, 
so wird die Peripherie dieses letzteren durch die Potenzlinie 
der beiden erstem in zwei Bogen getheilt, die denen beziehungs- 
weise ähnlich sind, in die jeder der erstem Kreise durdi seiiie 
äussere Aehnliclikeitspolare getheilt wird (Fig. 466.). 

Beweis. Ausser d.er in A. 614 angegebenen Construetion 
ziehe man noch XY und die Radien BN und CX, so wissen wir 
aus dem Beweise zu A. C14, dass 
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AAHR~AANG, 
also HKA oder AXRN = AAGN 

• = AUGX (2i), 

folglich AXRN «» AXGH (196), 

also RX : NX = GX : HX, 

mithin RX . HX = NX . GX (203, Z. ;i). 

Ks ist also X ein I’unkt gleicher Potenzen für die Kreise 
B und K (A. 589). 

Ebenso ist 5f ein solcher Punkt (zöge mau nämlich die ge- 
meinschaftliche Tangente ADP, so erhielte man AA(iL) 's; AAPH 
und hieraus AYFD AYGH, und daher DY . GY = FY.HY;-, 
daher ist XY die Potenzlinie der genannten Kreise (A, f)92); da 
diese senkrecht zur Axe steht (A. 593) , gleich wie die Aehnlich- 
keitspularo DN , so ist XY || DN (26, Z, 1). 

Hieraus ergibt sich ( J5j AYGX ADGN (196), 
also GX : GN = XY : DN, 

aber auch GX : GN = CX : BN [weil ABNG~ ACXG 

folglich XY : DN = CX : BN, [(196 und 51)], 

d. h. es verhalten sich die Sehnen XY und DN der Kreise C und 

B wie ihre Halbiueseer oder wie ihre Durchmesser, daher sind die 
Kreisabochoitte jener Sehnen uiid mithin die zugehörigen Bogen 
ähnlich (316, Z. 3), also 

1) arc. YGX ~ arc. DGLN und 
art:. YHX ~ arc. DPN. 

Auf ganz ähnliche Weise zdgt mab, dass auch 

2) arc. YGX ~ arc. RMF und 
arc. YHX ~ arc. RHF. 

Aus 1 und 2 hat man daher 

arc. YGX ~ arc. DGLN arc. RMF und 
arc. YHX ~ rtrc. DPN ~ arc. RHF; w. z. b. w. 

Anmerkung. Man künnte nnsern'Saiz audi so ausspieclicn : Wei'ilen zwei 
Kreise von einem ilritlen gleidiartig liernliii, so liegt jeiler ßernhrungs|>nnkl 
mit einem Eml|ninkte einer aussern Aelinlidikcibpulare und einem der llnrdi- 
schnittspnnktc der l’otcnzlinie unserer beiden in Kede stellenden Kreise mit der 
Peripherie des dritten in gerader Linie. 

6l5b, Werden zwei Kreise von- einem dritten ungleichartig be- 
rührt, so wird' die Peripherie dieses letztem durch die Potenz- 
linie der beiden erstem in zwei Bogen getheilt, die denen be- 
ziehungsweise ähnlich sind, in die jeder der erstem Kreise durch 
seine innere Aehnliolikdtspoläre getheilt wird (Fig. 467.). 
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Beweis. Ausser der in A. 614*' angegebenen Construction 
ziehe man noch XY und die Badien CX, BN ; der fernere Beweis 
ist dem in A. G15 ganz entsprechend. • 

A n inc r k II II g. Mn i kiiiiii ilicsi'ii Siilz auch so aiissprcchcii ; Werden zwei 
Kreise vuii einem ilritteii iiiigleidmrlig hcriihrl, so liegt jeder Hernliriiiigspiiiikt 
mit eiueiii £iid|Minkle einer innerii Aehnlidikeils|iulnre iiiiil einem der Diirdi- 
sdiiiitlspiinkle der l'utenzliiiie unserer beiden in Hede siebenden Kreise mit 
der l'eriplierie des dritten in gerader l.iiiie. 

616. Werden drei Kreise von einem vierten gleichartig be- 
rührt, so liegt der Durchschuittspunkt ihrer Potenzlinien 
(A. 594) mit jedem Berührungspunkte und dem Durchschnitts- 
punkte der beiden äiissern Aehnlichkeitspolaren des Kreises, 
dem dieser Berührungspunkt zugehört, in gerader Linie. 


Beweis. Bind B, K und J (Fig. 466.) die drei vom Kreise 
0 gleichartig berührten Kreise ; ist ferner W der Durchschnittspunkt 
ihrer drei Potenzlinien und V der Durcbschnittspunkt der beiden 
äussern Aehnlichkeitspolaren RF und 'l'U des Kreises K, so sollen 
diese beiden l^urchschuittspunkte mit dem Berührungspunkte H der 
Kreise C und K in gerader Linie liegen. Ausser der in den vorher- 
gehenden Sätzen angegebenen Constniction ziehe man TH und ver- 
längere sie, bis sie die Peripherie des Kreises C zum zweiten Male 
in Z schneidet, so ist Z ein Punkt auf der Potenzlinie der Kreise 
K und J (A. 615, Anmk.), abo WZ ihre Potenzlinie; man ziehe 
YZ und TF, so ist: KF _L KA (A. 562, Anmk.) 

XY _L KA (A. 593) 

folglich: KF || XY (26, Z. 1). zVus ähnlichen Grün- 
den ist: TU II WZ, 

mithin: FVT = Y WZ (A. 4) 

z/ VFT = zilKFT 


= z/RHT (244, Z. 1) 

= z/ZHX’(22) 

= züZYW (244, Z. 1) 
folglicli : A VFT ~ A WYZ (196) 

also 1) TF:YZ=VT:WZ. 

Ferner ist FHY eine gerade Linie (A. 615, Anmk.), und da SE 
die gemeinschaftliche Tangente der Kreise K und C ist (Constr.), 
so ist: AFTH = AFHS (247) 

= ^EHY(22) 

= züHZY (247) 


Digitized by Google 



Lehrsätze. 


151 


z:fHT = ^YHZ (22) 
folglich AFHT~ AYHZ (196) 

daher _ TF : YZ = TU : ZH. Aus I hat man nun : 

VT : WZ = TH : ZH. 

Mithin liegen die Punkte V, H, W in gerader Linie (A. 309). 

Auf ähnliche Weise zeigt man, dass der Durchschnittspunkt 
W der drei Potenzlinien mit jedem der beiden andern Berührungs- 
punkte und dem Durchschnittspunkte der beiden äussern Aehn- 
lichkeitspolareu des betreffenden Kreises in gerader Linie liegt; 
w. z. b. w. 

616b. Werden drei Kreise von einem vierten ungleichartig be- 
rührt, also zwei von aussen und der dritte von innen, oder 
umgekehrt, so liegt der Durchschnittspunkt ihrer Potenzlinien 
mit dem Berührungspunkte und dem Durchschnittspunkte der 
beiden innern Aclmlichkeitspolaren des dritten Kreises, dage- 
gen mit dem Berührungspunkte und dem Durchsclmittspunkte 
einer innern und eiuor äussern Aehnliclikeitspolare eines jeden 
der beiden andern Kreise in gerader Linie. 

Beweis. Werden die Kreise K und A (Kig. 1^7.) vom 
Kreise C von aussen, Kreis B von innen berührt : ist ferner W^ der 
Durchschnittspunkt der drei Potenzlinien, Z der Durchschniftspunkt 
der beiden innern Aehnlichkeitspolaren des Kreises B, so sollen 

a) die Punkte W und Z mit dem Berührungspunkte G in 
gerader Linie liegen. 

Ausser der in den vorhergehenden Sätzen angegebenen Con- 
struction ziehe man GL und verlängere sie, bis sie die Peripherie 
des Kreises G zum zweiten Male in M schneidet , so ist M ein 
Punkt gleicher Potenzen für die Kreise A und B (A. 615'’, Anmk.), 
also WM ihre Potenzlinie ; zieht 'man nun noch MY und DL , so 
hat man aus ähnlichen Gründen , wie die im Beweise zu A. 617 
angeführten : A WYM A PDL 

und AGYMscAGDL 

imd hieraus : W Y : PD = MY : DL 

= GY : GD, 

folglich: WPG eine gerade Linie (A. 309). 

b) Ist V der Durchschnittspunkt der äussern Aehnlichkeits- 
polare VU und der innern VF des Kreises K, so ziehe man UH 
und verlängere sie, bis sie die Peripherie des Kreises C zum zwei- 
ten Male in 0 schneidet, so ist O ein Punkt gleicher Potenzen für 
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ilic Kreise K uml A CA. (il&, Anink.), also WO ihre Potenzlinie; 
zieht man nun OY und UF, so hat man wieder aus ähulicheii 
Gründen, wie in a: AVFU«w AWYO 

und AIIFU~AUYO 

und hieraus: Vü : WO ’= FU : Y'O 

= Hü : HO. 

mithin WHV eine gerade Linie (A. 309). 

Aehnlichcs gilt in Betreff des Kreises A; w. z. b. w, 

617, In jedem Viereck (ABCD Fig. 468.) , welches um einen 
Kreis beschrieben ist, liegen die llalbirungspunktc seiner Dia- 
gonalen (0, H) mit dem Mittelpunkte (M) des Kreises in ge- 
rader Linie. 

Beweis. Halbirt man eine der Diagonalen, AO, in G, ver- 
bindet den llalbirungspunkt mit dem Mittelpunkte des Kreises und 
verlängert diese Verbindende GM, bis sie die andere Diagonale in 
II schneidet, so hat man offenbar nur zu beweisen, dass Bll = 
DH ist. 

Mau ziehe vom Mittelpunkte gerade Linien sowohl nach den 
Ecken des Vierecks, als auch nach den Punkten, in welchen die 
Seiten desselben den Kreis berühren, teraer BG und DG, so ist: 
AMED = K = AMFD (24Ö) 

DE = DF (259, Z. 2) 

mithin: A MED ^ A MFD ( 16) ' 

also auch: AMED = AMb^D. Aus ähnlichen Gründen 

ist: AMEA = AMLA 

AMKB = AMLB 

A MKC = A MFC. Durch Addition erhält man : 
1 ) A AMD + A BMC = A AMB + A MCD ^ABCD. , 

Ferner ist: AABG = ABGC I 

AGCD = AAGD 
Durch Addition hat man daher: 

A ABG + A GCD = A BGC + A AGD = lABGDj. 

IV egen 1 hat man mithin : 

A AMD + A BMC = A BGC + A AGD, abo auch: 
AAMD— AAGD = ABGC — ABMC; 
zieht man hiervon ab: 

AAGM == ACGM (84) 

HO hat man: AGMD = ABGM 
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aber: A GMD : A BGM = DH : BH (A. 311), 

folglich : DH = BH ; w. z. b. w. 

A.n merk uiiig. Üiir vocetebeiiile Siitz gilt iiiclit blui< tm' ilvn kreis, sondern 
auch fiir die iibrigen Kegelscbnilte. Sebun der erste kntdeeker desselben, 
.\enltiu, kannte ihn in dieser Allgemeinheit. Kinen von dem hier njilgelhcil- 
len ranz verschiedenen Bewei.s unseres spcciellcn Salzes fiir den Kreis gab der 
(fnr die Wissenschaft zn frcih verslorliene) franzüsi,«ehe Mathematiker Dnrande 
s. Oergonnc Ann, .\IV, p, 309. In derselben schätzbaren Zeitsebrift linden sicli 
auch iteweisi^ des allgemeineren Salzes; ein synthetischer <on l‘oncelel in .\ll, 
p. 109, nnd ein analytischer von dem lleransgeher seihst in XI, p. 382. 

618. Erklärung. Eiu Vieleck, um welches sich ein Kreis 
beschreiben lässt, hat man in neuerer Zeit ein nach den 
Ecken centrisches Vieleck zu nennen angefangen; ein 
Vieleck dagegen, welches um einen Kreis bescliriebeai ist, heisst: 
centrisch nach den Selten. 

Der bequemen Ktirze halber, welche diese Ausdrücke in vie- 
len Fällen gestatten, werden wir uns ihrer bei den nächstfol- 
genden Sätzen, das Viereck betreffend, bedienen. 

619. Ist ein Viereck nach den Ecken und Seiten zugleich cen- 
trisch, so gehen die beiden Geraden , welche die Punkte ver- 
binden, in denen der eingeschriebene Kreis je zwei Gegensei- 
ten berülirt, durch den Durchschnittspunkt der Diagonalen 
(A. 580, Z. 7) und halbiren die von den letztem gebildeten 
Winkel, stehen also aufeinander senkrecht. 

« 

. Beweis. Verbindet man in dem nach den, Ecken nnd Sei- 
ten centrisehen Viereck ABCD (Eig. 469.) die Punkte> unter einan- 
deti, in denen der eingeschriebene Kreis die Seiten berührt, so er- 
hält man das Viereck LEFK dergestalt in Kreis M beschrieben, dass 
seine Ecken mit dmi Berührungspunkten der Seiten des um, eben 
diesen Kreis beschriebenen Urviereoks zusamineuiailen, daher schnei- 
den siobi die Diagonalen beider Vierecke in einein Punkte. G 
(Ai. 580; Z. 7). Nun ist : 

.ALFC = .ALEE (247) 

= zABLE (247) 

ZlACD = .AABD (244, Z. 1) 

folglich: ‘ ACGE = .ABGL(38) = A1DGE(22)=| ACGD. 
Ebenso; zACGK = .ABGK = .* .ABGC, daher auch: 
zA GGE -p zA CGK = ^ DGF -p .Ä BGK. = R (20) 
alsos. LE:_LKE; w. z. b. w. 
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620. V'erbindet man in einem nach den Seiten centrischen 
Vierecke die Punkte, in welchen der eingeschriebene Kreis 
je zwei Gegenseiten berührt, so ist das Viereck auch nach den 
Ecken centrisch, wenn jene Verbindenden, welche durch den 
Durcbschnittspunkt der Diagonalen gehen (A. 580, Z. 7) , die 
Winkel halbiren, unter denen sich die letztem schneiden. 

Beweis. (Fig. 46y.) Es ist: 

Al GGF = ^DGF (V.) = ^BGL (22) 

Z.CIW == ./ LEF (247) = zlBLG (247) 

folgUch: ^FCG = ./GBL (38) 

‘ ./CGD= ./BGA (22) 

mithin A CGD ~ A BG A (196) 

daher : CG : BG = DG-: AG 

folglich: ABCD nach den Ecken centrisch (251, Z. 2); w. z. b. w. 

Aniii erkling. UieMT Satz ist eine üuikeliniiig des lorliergeheuden. 

621. Ist ein Viereck nach den Ecken und Seiten zugleich cen- 
trisch, so liegt der Durclischnittspunkt seiner Diagonalen mit 
den Mittelpunkten des innera und äussern Kreises in gerader 
Linie. 

Beweis. Ist ABCD (Fig. 469.) nach den Ecken und Sei- 
ten zugleich centriscli, N der Mittelpunkt des äussem, M der des 
innern Kreises, so sind fiir Kreis N die Durchschnittspunkte der 
an je zwei Gegenecken des Vierecks gezogenen Tangenten bezie- 
hungsweise die Pole fiir die jene Ecken verbindenden Diagonaler), 
als Polaren (A. 567), mitliin der Durchschnittspunkt G dieser Po- 
laren' der Pol für die Gerade, welche die beiden erstem Durch- 
schnittspunkte verbindet (A. 564)-, eine Gerade, durch den Mittel- 
punkt N nach dem Punkte G gezogen , muss daher , hitureichend 
verlängert, die Polare des Punktes G unter rechten Winkeln schnei- 
den (A. 562, Annik.). Verbindet man ferner die Punkte unter- 
einander, in welchen der innere Kreis die Seiten des Vierecks be- 
rührt, so gilt in Betreff des Durchschnittspnnktes der Diagonalen 
des so entstandenen Vierecks EFKL , welcher mit dem Durch- 
schnittspunkte der Diagonalen des Urvierecks zusammenfällt (A. 580, 
Z. 7), als Pol Aehnliches für Kreis M, d. h die zugehörige Polare 
ist die Gerade, welche die Durchschnittspunkte der an je* zwei Ge- 
genecken gezogenen Tangenten , die aber keine andern , als die 
Seiten des Urvierecks sind, verbindet; eine Gerade also, durch den 
Mittelpunkt M nach dem Punkte G gezogen, muss bei hinreichen- 
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der Verlängerunjj die Polare des Punktes G unter . rechten Win- 
keln schneiden (A. 562, Anmk.). Es bilden aber die Polaren des 
Punktes G für den äussern und iuiiern Kreis eine einzige gerade 
' Linie, weil die vier Durchschnittspunkte, von denen je zwei die 
Endpunkte jener Polaren sind , in gerader Linie liegen (A. 580, 
Z. 2 ), und da, wie gezeigt ist, beide Senkrechte , die man von den 
Mittelpunkten nach dieser Polare zieht, durch den Pimkt G gehen, 
von einem Punkte nach einer Geraden aber nur eine Senkrechte 
• möglich ist (2t)j, so müssen die Mittelpunkte der Kreise mit dem 
Durchschnittspunkte der Diagonalen in gerader Linie liegen; 
w. z. b. w. 


(>23. In jedem Vierecke, welches sowohl nach den Ecken als 
nach den Seiten centrisch ist, und in welchem sich die Diago- 
nalen unter rechten Winkeln schneiden , halbirt der Mittel- 
punkt des innem Kreises die Gerade, welche die Halbimngs- 
punkte der beiden Diagonalen verbindet. 

Beweis. Ist ABCD (Eig. 469.) nach den Ecken und Seiten 
centrißch, N der Mittelpunkt des äussern, M der des Innern Krei- 
ses, schneiden sich ferner die Diagonalen in G unter rechten Win- 
keln, so liegen die Halbirungspnnkte 0 und P der beiden Diago- 
nalen mit dem Mittelpunkte des innern Kreises in gerader Linie 
(A. 617); man ziehe diese Gerade OMP und vom Mittelpunkte des 
äussern Kreises die Geraden NO, NP nach den genannten Halbi- 
mngspunkten, so ist: 


NO _L AC 
NP _L BD 


( 2 * 8 ) 


folglich NOGP ein Rechteck (V., 26, Z., 55 und 58). 

Nun liegen aber auch die Punkte N, M, G in gerader Linie, 

(A. 621), also der Punkt M sowohl auf PO, wie auf GN , er ist . . 

mithin der Durchschnittspunkt der Diagonalen, 

mithin MO = MP (61); w. z. b. w. 


Zusatz. Daher ist der Mittelpunkt des äussern Krqjses vom 
Durchschnittspnnkte der Diagonalen doppelt so weit entfernt, als 
der Mittelpunkt des innern Kreises von eben jenem Punkte , und 
ebensoweit, als die Ilalbirungspunkte der Diagonalen von einander. 

Beweis. Da NOGP ein Reckteck (s. Beweis zum Haupt- 
satze), so ist : MG = MN = ^6N (61) 

also 1) N doppelt so weit entfenit von G, als M. 
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Ferner ist: . . OP = NG (61, Z.) 

also 2) N von G ebensoweit entfernt, wie 0 von P ; 

w. z. bl w. 

623'. In einem sowohl nach den Ecken als nach den Selten 
centrischen Vierecke verhalten sich die Entfernungen; des 
Durchschnittspuuktes der Diagonalen Von den Endpunkten 
einer der Seiten, wie die Segmente, in welche eben diese Seite 
dmreh den Bertihrungspunkt des innem Kreises gctheilt wird'; 
die Diagonalen selbst verhalten sich wie die Summen der von 
ihren beiderseitigen Endpunkten an dbn innem Kreis gezoge- 
nen Tangenten, d. h. wie die Summen der von den hhidpUnkten 
der Diagonalen auslaufenden Segmente der Seiten, in welShe 
letztere durch den innem Kreis getheUt werden. 

Beweis. Es sei ABCD (Fig. I'69.) nach den Ecken und 
Seiten centrisch ; man ziehe die Diagonalen und die beiden Geraden 
KE, LF, welche die Bertihrungspunkte des innem Kreises mit je 
zweien Gegenseiten verbinden, so gehen dieselben durch den Durch- 
schnittspunkt G der Diagonalen (580, Z. 7), und es ist : 

a. ^BGL = ZlAGL (A. (119) 

folglich : BG : AG = BL : AL (206). 

Aus ähnlichen Gründen ist : 

BG : CG = BK : CK 
DG : AG = DE : AE 
DG : CG = DF : CF. 

b. Ferner hatten wir au» a: 

BG : AG = BL : AL 
DG: AG = DE: AE 

AL = AE (259, Z. 2), 
folglich : BG : DG = BL : DE 

daher: BG + DG : BG = BL + DK : BL (15:5) 

oder: BD : BG = BL + DE : BL. 

Ebenso dst : AC : AG =* AE + CF : AB, 

und da wir aus a hatten; 

BG : AG = BL : AL 

a= BL : AE (259, Z. 2) 

SOI ist auch: BD : AC =c BL + DE ; AE -1- CF 

= BK + DP : AL + CK (259, Z, 2); 

w. z. b. w. 
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634. In einem sowohl nach den Ecken a'ls nach den Seiten 
centrischen Vierecke ist das Kechteck aus zwei solchen, durch 
die Berührungspunkte des innern Kreises gebildeten Seiten- 
segmenten, welche von den beiden Endpunkten einer Diago- 
nale auslaufen , gleich dem Qmidrate vom Halbmesser des in- 
nem Kreises. 


Beweis. Es sei AI (^Fig. 469.) der Mittelpunkt des innern 
Kreises des nach den Ecken und Seiten centrisdien Vierecks ABCD ; 
man verbinde die Bertibrungspnnkte je zweier Oegenseiten durch 
die Geraden EK und IjF, so sclmeiden sich diese im Durchschnitts- 
punkte G der Diagonalen (A. 580, Z. 7); man zielie ferner die 
Halbmesser ML, ME, AlF nach den lüeriihrungspunkten und die 
Linien MB, MD, so ist ; 

DE = DF C259, Z. 2) 

ME = MF (als Kadien) 


folglich 

aAMED =r Mb'iD = K (243) 
AMED ^ AAU'D (45) 

daher 

zdEDM *= /FDM 

mithin : 

AEED^AFHD (45) 

daher 

AAIHE = AMHF = R (20) 

folglich 

arc. EJ = arc. FJ (248) 

mithin : 

zdEMD = AGKF (245, Z. 1 


z£MED = R (243) 

folglich 

= /KGF (A. 019) 
AMED ~ AKGF (190). 


Aus ähnlichen Gründen ist auch; 

AAIBL AK6F, daher hat man: 


ME : DE = GK : GF 


und BL ; ML = GK : GF 

folglich ME : DE = BL : ML 

ME = AIL, als Radien; 

bezeichnet man daher den Radius des innern Kreises mit R, so ist : 
DE . BL = R* (203, Z. 4). 

Auf ähnliche Weise zeigt man, dass auch: 

AE . GF = R2 ; w. z. b. w. 

A'ii in erkling. Iliesen Salz maClilc zuerst tiekaniit Diiranile ; s. fiergtiime Aiiii. 
XV, p. 140. 

625. Nimmt man in einem nach den Ecken und Seiten cen- 
tnsclien Vierecke von den durcli den innern Kreis gebildeten 
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Seitensegmenten die Summe sowohl der beiden, welche von 
den Endpunkten der einen Diagonale auslaufen, als der, welche 
von den Endpunkten der andern ausgehen, nnd bildet aus ih- 
nen ein Rechteck, so ist der Inhalt desselben um das Qua- 
drat vom Durchmesser des eingeschriebenen Kreises kleiner, 
als das Rechteck aus den beidennDiagonalcn. (Fig. 469.) 

Beweis. Mit Beibehalt der in A. 623 angegebenen tlon- 
struction ist, wenn man den Durchmesser D, den Radius R nennt: 

* AC.BD = AB. CD -4- AD . BC (276) 

D* = 4R^ (74, Z. 1)=2DE . BL-1-2AE . CF (A. 624), also 
AC.BD^D* = AB . CD AD . BC — 2DE . BL — 2 AE . CF 

= AL . CD + BL . CD -F AE . BC -f- DE . BC — 
2DE . BL — 2AE . CF (74) 

= AL . DF + AL . CF-fBL . DF -fBL . CF + AE . 
BK -F AE . CK -F DE . BK -F DE . CK — 2DE . 
BL — 2AE . CF (72) 

= AL . DF -F BL . CF -F AE . BK -f'DE . CK 
= AL (DF + BK) -F CK (DF + BK; 

= (AL -F CK) (DF -F BK) ; .w. z. b. w. 

626. Bleibt Alles wie beim vorigen Satze, so ist das Rechteck, 
welches aus Summen von Seitensegmenten auf die vorher nä- 
her bezeichnete Art gebildet wird, um das Quadrat vom Durch- 
messer des inuern Kreises grösser als das vierfache Rechteck 
aus den beiden Segmenten, in welche die beide Halbirungs- 
punkte der Diagonalen verbindende Gerade durch den Mittel- 
punkt des Innern Kreises getheilt wird. (Fig. 469.) 

• Beweis. Ausser der in A. 624 angegebenen Construction 
ziehe man noch den Halbmesser MK und die Linien MA und MC, 
so ist, wenn man noch den Durchmesser des innern Kreises mit 
D, den Radius mit R bezeichnet: 

AB^ = AL* + bl* -F 2AL . BL I 
» BC* = BK* -F CK* -F 2BK . CK ( 

= BL* + CK* + 2BL . CK 
[weil BL = BK (259, Z. 2)] 

CD* = CF* -F DF* -F 2CF . DF (74) ' 

= CK* -F DE* -F 2CK . DE 
[weil CF = CK und DF = DE (259, Z. 2)| 
AD* = AE* + DE* + 2AE . DE (74) 


Digiiized by Google 



Lehrsätze. 


159 


= AL* + DE-+2AL. DE 
[weil AE = AL (259, Z. 2)1. 

Dnrch Addition erhält man: 

AB* + BC* d- CD* 1 AD* = 2(AL»+BL*-hCK*+DE*+AL . BL 

BL . CK +CK . DE + AL . DE) 
= 2[AL* + BL* 4- CK» + DE* + AL 
. (BL + DE) + CK (BL + DE)] (72) 

2[AL*+BL* +^CK*+DE* + (AL + 
CK) (BL + DE )] (727. Folgfich : 

1) 4(AB»+BC*+CD*4-AD*) = AL* 4- BL* 4- CK* + DE* + ( AL + 

CK) (BL 4- DE). Ferner ist: 

AB* 4- BC* 4- CD* 4- AD* = AC* 4- BD* 4- 4ÜP* (A. 215) 

= 4(C0*4-B1'*4-0P*)(74,Z 1), also: 
4(AB*4-BC*4-CD*4-AD*) = 2(C0* 4- BP* 4- OP*) 

= 2(C0*4-BP*4-M0*4-MP*4-2M0 . 
MP) (74) 

= AM* 4- CM* 4- BM* 4- DM* 4- 4MO . 
MP (93) 

= AL* 4- BL* 4- CK* 4- DE* 4- 4R* 4- 
4MO . MP (S7). 

Wegen 1 ist mithin: 

(AL 4- CK) (BL 4- DE) = 4MO . MP 4- 4R* 

= 4MO . 4- D* ; w. z. b. w. 

Zusatz. Daher sind in einem naeh den Ecken und Seiten 
centrischen Viereck das Rechteck aus den beiden Diagonalen und 
das Vierfache des Rechtecks aus den Linien zwischen deren Hal- 
birungspunkten und dem (Zentrum des innern Kreises zusammen 
doppelt so gross, als das Rechteck aus den Tangeutensummen, 
welche man aus den Endpunkten jeder Diagonale an den innem 
Kreis zieht. 

Beweis. Es ist: 

A-C . BD = (AL 4- CK) ()lL 4- DE) 4- D* (A. 625) • 
4MO . MP = (AL 4- CK) (BL 4- DE) — D* (A. 626) 

folglich : 

AC . BD 4- 4M0 , MP = 2(AL 4- CK) (BL 4- DE); w. z. b, w. 
027, Verlängert man in einem nach den Ecken und Seiten 
centrischen Vierecke beide Paare der gegenüberliegenden Sei- 
ten bis zum Durclischnitt und beschreibt um jedes der vier 
SU entstandenen Dreiecke einen Kreis, so ist der Unterschied 
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der H*lbme£8er zweier aokher Kreise, die um zwei zusammen- 
f»ehörige, d. h. eine gemeinschaftliche Spitze habende Dreiecke 
beschrieben sind, gleich dem Unterschiede der beiden andern. 

Beweis. Es sei ABCD (Eig. 470.) nach den Eoken und 
Seiten centrisch ; es sei N der Jlittelpunkt des äussern und M der 
Mittelpunkt des innern Kreises; man ziehe in diesem die Radien 
nach den Berührungspunkten und verbinde die letzteren unterein- 
ander, so gehen die Geraden KE und UF durch den Durchschnitts- 
punkt G de^ Diagonalen ,(A. 619), und die Mittelpunkte der beiden 
Kreise liegen mit dom Punkte G in gerader Ldiiie (A. 621); man 
ziehe diese Gerade und verlängere sie , bis sie die Gerade HJ, 
welche die Durclischnittspunktc der l>eiden l’aare der gegfeniiber- 
•Jiegenden Viereckssciten verbindet, in S schneidet, so ist für Kreis 
M: H der Pol fiir die Polare LF i . cey« 

J der Pol für die I’olare KE ( 
folglich IIJ die Polare für den Punkt G als ]’ol (A. 564) 
midiin 1) NS _L HJ und G und S conjugirte Pole (A. 562, Anmk.). 

Zieht man nun SC, MC und verbindet den l'unkt Ü, in wel- 
chem MC die Linie KF schneidet, mit dem Durchschnittspunkte 
der Diagonalen durch die Gerade GO, so sind für Kreis M: 

C und O conjugirte Pole (A. 567) , 
daher GO antiparallcl SC (A. 563) ■ , 

also: Z.GOM = -/QSC (A. 37, Anmk.) 

zilMOF 3= U (A. 562, Anmk.) = ^GSH (wegen 1) 

folglich : 

^GOM + ^ MOF = GSC -f GSH 
oder 2) ^:^.GOF = ^ HSC. Es ist aber: 

, ZlKGF = R (A. 619) 
und ' KO = OF (248) 

mithin: GO = OF (A. 61) 

daher ^0 GF=z10FG(51)=z1BLK(247)=z:BKL( 259, Z. 2 u, 51 ) 
. also ^ fiUK -f- BK L 

folgüch: JlLBK = ^GOF <38) 

= HSC (wegen 2) 

^LBK-h^CBU = 2R (20), mithin auch: ^ 

^^HSC-F-^CBH =2K 
daher 3) BIISC ein Kreisviereck (244, Z. 4). 

Auf ähnliche Weise zeigt man, dass: 

4) SCDJ ein Kreisviereck sei. 
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Zieht man ferner DS, so ist: 

Z.EBJ + Z.CBA = 2R (20) 

= Z1CBA4- zlCDA (275) 
also ^HB.J = ^CDA 

^HJB == ^SJC =fc Zl ODS (244, Z. l) 
folglich : ^ HB J 4- ^ H.IB = ^ CDA + ZI CDS, =r ^ ADS 

^HB.T4--^H.IB + ^AHS = 2R (38) 
daher auch : ^ ADS + ^ AHS = 2R 
mithin 5) AHSD ein Kreisviereck (244, Z. 4). 

Auf ähnliche Weise zeigt man, dass, wenn man BS zieht: 

6) ABSJ ein Kreisviereck. 

Aus 3, 4, 5 und 6 folgt , dass die Peripherieen der um die 
in Rede stehenden vier Dreiecke zu beschreibenden Kreise sämnjt- 
lich durch den Punkt S gehen. Ist nun P der Mittelpunkt des 
äussern Kreises des Dreiecks AHD, und man zieht PN , so muss * 
diese Gerade, niithigenfalls verlängert, die Seite AD, als die ge- 
meinschaftliche Sehne der Kreise P und N, unter rechten Winkeln 
halbiren (264); da ferner HL = HF (250, Z. 4), so wird, wenn 
man MH zieht, durch diese Gerade der Winkel AlID halbirt (250); 
verlängert man daher PN und HM , bis sie sich in T schneiden, 
so liegt dieser Durchschnittspunkt auf der Peripherie des um AAHD 
beschriebenen Kreises (A. 442), d. h. des Kreises P; es ist also PNT 
ein Halbmesser desselben. 

Ans ähnlichen Gründen erhält man, wenn Q der Mittelpunkt 
des äussem Kreises des Dreiecks ABJ ist, und man zieht QN und 
JM und verlÄr^ert sie bis zu ihrem Durchschnitt in U : QNU als 
Halbmesser des Kreises Q. 

Sönd nun V und R heziekungs^eise die Mittelpunkte der 
äussern Kreise der Dreiecke CBH und CDJ, und man zieht die 
Axen PV, QR( so müssen beide, nöthRgenialls verlängert, die Ge- 
rade HJ rechtwinkelig schneiden (264), weil HS die gemeinschaft- 
liche Sehne der Kreise P und V, und SJ die gemeinschaftliehe 
Sehne der Kreise Q und R ist: 
folglich 7) PV II QR II SN (26, Z. 1 und wegen 1). 

Zieht man die Axe VR, so ist 

VR _L SC (264), weÄl SC die gemein- 
schaftliche Sebne der Kreise V und R ist, folglich : 

^ZVY + = R (104) 

= ^SC-pA€BH (275 ti. wegen») 

de Niem, B«weUe and Anflösnngen. II. 11 


Digitized by Google 



162 


Vierter Abschnitt. 


also ^ZVY = ^CBH, aber; 

^ZVYh--^PVE= 2R 

= ^CBH + ^ABJ r 

folglich 8) Z;PVK = >^ilABJ. 

Man ziehe AS, so ist AS die gemeinschaftliche. Sehne der Kreise 
Pund,Q, daher QPW_L AS (264) 
ebenso : QR _L SJ, folglich : 

^ASJ + zlPQR = 2R (104) 

= ./PQR + ^VPQ (25 u. wegen 7) 
also ^VPQ = ^ASJ 

= ABJ (244, Z. 1 und wegen 6) 

= .«^PVR (wegen 8), und da 

^VPQ + .^PQR = .^PVR+.^VRQ= 2R(25 u. wegen 7) 

BO ist auch: .^PQR = .<ilVRQ » 

folglich; PVRQ ein Antiparallelogramm (A. 45), 

mithin 9) VR = PQ. 

Man ziehe VS und RS, so ist: 

10) ^SVR = ^SBJ (245, Z. 1 und 244) 

= ^SAJ (244, Z. 1 und wegen 6) 

= ^NPQ [weil PN _L AJ, PQ J_ AS, also 
^ WPN + ^SAJ = 2R (104) = ^WPN + ^NPQ (20)]. 

Ferner ist AB die gemeinschaftliche Sehne der Kreise Q und N, 
mithin: QN _L AB (264), folglich: 

ZIBAS + ^SAJ + ^UNT = 2R (104) 

= ^UNT + ^TNQ, also 
^BAS+ZISAJ = .ilTNQ 

= .«ilNPQ 4- .^NQP (38), mithin (wegen 10) 

■ .^BAS = ^NQP 

aber: ^BAS k BJS (244, Z. 1 und wegen 6) 

= ^ VRS (245, Z. 1 ; 244 und wegen 4) 
daher: Z.VRS = ^NQP 

folglich wegen 9 und 10: 

AVSR^ APNQ (46) 

Mithin ist der Radius des äussem Kreises des Dreiecks CBH: 

VS = PN, 

und der Radius des äussem Eureises des Dreiecks CDJ: 

RS * NQ. 

Ans dem weiter oben bereits Bewiesenen hat mau demnach; 
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11. PT — PN *= TN 
und QU — NQ = UN 

die beiden Unterschiede je zweier der in Rede stehenden vier Halb- 
messer. Nun ist KE die Polare fürJ als Pol für Kreis M (A. 567), 
daher .IM _L KE (A. 562, Anmk.) 

LF_LKE (A. 619), 
also JM H LF (26, Z. 1), 

folglich ^LGM = ^UMN (24), 

ferner ML und QU _L AH (243 und 264) , 
also ML JLQU (26,Z. 1), 

folglich , A1LMG = ^UNM (25), 

mithin AGML ~ AMNU (196, Anmk.). Aus ähnlichen 

Gründen ist AGME ~ AMNT, 

daher LM : UN = GM : MN = ME : NT, 

aber IjM = ME (als Radien des Kreises M) , 

mithin auch UN = TN, 

oder wegen 11 PT — PN = QU — NQ; w. z. b. w. 

628. Sind in der Ebene eines Kreises drei nicht in gerader 
Linie liegende Punkte gegeben , mjd man sucht die ihnen für 
den Kreis zugehörigen Polaren, verlängert dieselben bis ZTun 
Durchschnitt, verbindet in dem so entstandenen Dreiecke jeden 
der genannten Punkte mit derjenigen Ecke, die seiner Polare 
gegenüber liegt, und verlängert diese Geraden bis zum Durch- 
schnitt mit den Gegenseiten oder Polaren, und verbindet endlich 
diese letztem Durchschnittspunkte untereinander, so sind die 
sechs Punkte, in denen diese Verbindenden die Peripherie im- 
seres Kreises- schneiden — wenn anders ein Schneiden überhaupt 
Btattfindet — , die Spitzen zweier Dreiecke, deren Seiten einzeln 
durch die drei gegebenen Punkte gehen (Fig. 471.). 

Analjsiy. Nimmt man auf der Peripherie eines Kreises 
sechs beliebige Punke K, L, M, N, O, P, verbindet, von einem, 
K, als erstem ausgehend, den Isten, 3ten, 5ten, sowie den 2ten, 
4ten, 6ten, so erhält man die beiden Dreiecke MOK und PLN, 
deren Seiten sich einzeln in den Funkten G, H und J schneiden. 
Zieht man durch die Spitzen dieser Dreiecke Tangenten an den 
Kreis und verlängert dieselben, bis sie sich schneiden, so sind die 
Durchschnittspunkte Q, R, S, T, U, V beziehungsweise die Pole 
zu den Dreiecksseiten (A. 567); verbindet man daher Q und R, S 
und T , V und U , so erhält ^an in diesen Verbindenden die Po- 
ll* 
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laren zu den Punkten G, Hi, J (A. 664); man verlängere dieselben 
bis zu ihrem Durchschnitt in A, B und C. 

Vollemdet man ferner das Viereck MNOP, so Hegt der Dnrch- 
Bchnittapunkt D der beiden Gegenseiten MN nnd OP in gerader 
Linie mit den Durchecbnittspunkten Q und K der an die Ecken 
M und 0, N und P der Dreiecke KMO und LNP, oder hier an 
je zwei Gegenecken des Vierecks MNOP gezogenen Tangenten 
(A. 580, Z. 2), also aufBC. Ans ähnlichem Grunde liegen in Bezug 
auf die Vierecke KLMN nnd KLOP einerseits der Punkt E auf 
AG als Durchschnittspunkt der Gegenseiten KL und MN, anderer- 
seits der Durchschnittspunkt F der Gegenseiten KL und PO auf AB. 

Unser Satz ist nunmehr offenbar erwiesen, wenn dargethan 
wird, dass von dem so entstandenen Dreieck DEF 

die Spitze D mit den Punkten G upd A, 

die Spitze E mit den Punkten H und B, 

die Spitze F mit den Punkten J und G in gerader Linie Kegt. 

Denn wenn dies der Fall ist, und man betrachtet die Punkte G, 
H, J als die in der Ebene des Kreises gegebenen, so liat man Ln 
den Seiten des Dreiecks ABG die bis zum Durchschnitt in A, B 
nnd C verlängerten, jenen Punkten zugehörigen Polaren; in den 
Geraden AGD, BHE, GJF die Transversalen, von denen jede einen 
der gegebenen Punkte mit derjenigen Ecke des Dreiecks ABG, die 
seiner Polare gegenüber liegt, verbindet und bis zura Durchschnitt 
mit Aw Gegenseite oder Polare verlängert ist ; in den Seiten des 
Dreiecks DEF die Linien, welche diese letateren Durehechnittspnnkte 
oder die Fnsspinikte der genannten 'Transversalen untereinander 
verbinden nnd die Peri[dierie unseres Kreises in den sechs Punkten 
K, L, Ml, N, O, P sclmeide», die die Spitzen zweier Dreiecke KMO 
und LNP sind, dperen Seiten einaeln durch die drei gegebenen 
Piinkta gehe*. 

Beweis. £s liegen die Durchschnitt^pwikte W nnd X der 
an die Bcksn des Viereck» MNOP gesogenen- Tangente» in gerader 
Linie mit den DuMfaschnittspunklen G naud Z. der beiden iVmre- sn- 
geordncter Seite» PN, MO und PM, ON, und G ist der hmeee, Z 
der äussere Aefanlichkeitspnnkt der von W und X al» If itts^ukern 
mit den augcbürigen. Tangentaaläng*» als Badien bcsohriebeneii 
Kreise {A. 581). 

Ebenso sind J und H beaiehnngsweüe die innan Aeh»)iclt- 
kekspunkte der Kreise X nnd Y und. W nnd Y (vergl. A. 580, Ann>k.)i 
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Es liegt aber dtf Punkt Z mit den lenkten J und H in 
gerader Linie (A. 577), und da der Punkt Z auch a«f BC liegt 
(A. 580, Z. 2), so scbneideu sieb die Linien H.I, WX, BC in einem 
Punkte Z ; ihre Pole Air den gegebenen Kreis liegen mithin in einer 
geraden Linie (A. 564, Z. 2). 

Nun ist G der Pol von BC; 
ferner ist AB die Polare vom Funkte J, 

AC die Polare vom Punkte H, 
folglich der Punkt A der Pol von HJ (A. 564); 
endlich ist MN die Polare vom Punkto W j 

PO die Polare vom Punkte X • ’ ’ 

mithin der -Punkt D der Pol von WX (A. 564); 
es liegen also die Punkte G, A und D in gerade* Linie. 

Aehnlich ist der Beweis, dass auch die Punkte B, H, E, so 
wie C, J, E in gerader Linie liegen. 

( 529 , Sind in der Ebene eines Kreises tlrci beliebige sich schnei- ■ 
dende gerade Linien gegeben , und man sucht die ihnen zu- 
gehörigen Pole, verbindet darauf jeden derselben mit derjenigen 
Ecke des von den gegebenen Geraden gebildeten Dreiecks, 
welche der Seite, zu der der Punkt als Pol gehört, gegenüber 
steht, verlängert diese Transversalen bis zum Durchschnitt mit 
den genannten Gegenseiten ofler Polaren, und verbindet endlich 
deren Fusspunkte untereinander, so sind die sechs Durch- 
schnittsjninkte dieser letztem mit dem Umkreise (wenn ein 
Schneiden überhaupt stattfindet) die Berührungspunkte zweier 
um unsern Kreis zu beschreibenden Dreiecke, deren Spitzen 
einzeln auf ’den zuerst genannten drei gegebenen geraden Li- 
nien liegen (Fig. 471.). 

Beweis. .Die Seiten des Dreiecks KMO gehen einzeln durch 
die zu den Sdten des Dreiecks AJ3C gehörigen Pole G, H und J 
(A. 628); zieht man daher au die Ecken des erstgenannten Drei- 
ecks Taugeuten imd verlängert sie bis zu ihrem gegenseitigen Durch- 
schnitt, so liegen die Spitzen des ao eotsUndenen Dreiecks TV£ 
einzeln auf den Seiten des Dreiecks A£C (A. 564, Z. 1) ; denu 
TR ist die'Polare vom Punkte M I , _ 

VE die Polare vom Paukte ü I ' > • ) 

BC die Polare vom Punkte G, 

und da M, G und 0 in gerader Linie liegen, so schneiden sieh ihre 
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zugehörigen Polaren in einem Punkte. Aus ähnlichen Gründen 
liegen der Punkt T auf AG und V auf AB. 

Auf analoge Weise erhält man ferner das zweite um unsem 
Kreis zu beschreibende Dreieck SUQ, dessen Spitzen aus ähnlichen 
Gründen, wie die oben angegebenen, einzeln auf den Seiten des 
Dreiecks ABC liegen, wenn man an die Ecken des zweiten Drei- 
ecks PLN, dessen Seiten einzeln durch die Punkte G, H, J gehen 
( A. 628) , Tangenten zieht und dieselben bis zu ihrem Durchschnitt 
verlängert; w. z. b. w. 


II. Aufgabon. 

630. Den geometrischen X)rt für ^die Mittelpunkte aller der 
Kreise zu bestimmen, die einen Halbmesser von vorgeschriebe- 
ner Länge haben und durch einen gegebenen Punkt gehen. 

Auflösung. Man beschreibe aus dem gegebenen Punkte 
als Mittelpunkt mit der vorgeschriebenen Länge als Radius einen 
Kreis, so ist die Peripherie desselben der verlangte geometrische Ort. 

Beweis ist von selbst einleuchtend. 

631. Den geometrischen Ort für die Mittelpunkte aller der 
Kreise zu bestimmen, welche, bei vorgeschriebener Grösse ihrer 
Halbmesser, einen der Lage und Grösse nach gegebenen Kreis 
berühren. 

Auflösung a. Man beschreibe mit der Summe der beiden 
gegebenen Halbmesser als Radius einen mit dem gegebenen Kreise 
concentrischen Kreis, so ist die Peripherie dieses letzteren der ver- 
langte geometrische Ort. 

Beweis. Da ein Halbmesser des concentrischen Kreises gleich 
den beiden gegebenen Radien zusammengenommen ist, diese letztem 
also in ihren Endpunkten zusammenfallen, wenn man den Mittel- 
punkt des Kreises als den Anfangspunkt des Halbmessers des con- 
centrischen Kreises und als den Anfangspunkt des Halbmessers des 
gegebenen, den Endpunkt des Halbmessers des concentrischen Kreises 
aber als den Anfangspunkt des vorgeschriebenen Radius betrachtet, 
BO können der gegebene Kreis und der aus dem Endpunkte des 
Halbmessers den concentrischen als Mittelpunkt mit der vorgeschrie- 
benen Länge als Radius zu beschreibende Kreis sich nur in dem 
genannten gemeinschaftlichen Endpunkte ihrer ‘Radien begegnen; 
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sie berühren mithin einander in diesem Punkte; alle Halbmesser 
des concentrischen Kreises sind aber einander gleich ; der Endpunkt 
eines jeden kann daher als Mittelpunkt eines der zu beschreibenden . 
Kreise dienen ; die Peripherie des concentrischen Kreises ist demnach 
der verlangte geometrische Ort ; w. z. b. w. 

Auflösung b. Man beschreibe mit dem Unterschiede der 
beiden gegebenen Radien einen mit dem gegebenen Kreise concen- 
trischen Kreis, so ist die Peripherie dieses letzteren der verlangte 
geometrische Ort. 

Beweis. Verlängert man einen beliebigen Halbmesser des 
concentrischen Kreises bis zur Peripherie des gegebenen, so ist, wenn 
der erstere kleiner als der letztere, die Verlängerung jenes Halb- 
messers gleich dem vorgeschriebenen Radius (Constr.); ist dagegen 
der concentrische Kreis gleich oder grösser als der gegebene, so ist 
der vorgeschriebene Radius gleich dem des concentrischen und des 
gegebenen Kreises zusammengenommen; in allen drei Fällen haben 
daher die gegebenen Radien einen gemeinschaftlichen Endpunkt, 
mithin ist die Peripherie des concentrischen Kreises aus ähnlichen 
Gründen, wie die im vorigen Beweise angefiihrten , der verlangte 
geometrische Ort; w. z. b. w.- 

Anmerkung 1. Man sieht leicht, dass bei der Aiiflüsung a die Kreise sich 
von aussen berühren, bei der AuRüsung b aber von innen; dass es demnach 
zwei geometrische Oerter gibt, welche den Bedingungen der Aufgabe entsprechen. 

Anmerkung 2. Man sieht ferner aus dem Beweise der Außösung b, dass, 
wenn der Unterschied der beiden gegebenen Kadien kleiner als der Hadius des 
gegebenen Kreises ist , der concentrische Kreis und mithin auch die zu be> 
schreibenden Kreise ganz innerhalb des gegebenen fallen; ferner, dass, wenn 
der genannte Unterschied gleich dem Badius des gegebenen Kreises ist, die 
Peripherie des concentrischen mit der des gegebenen zusammenfallt und mithin 
dieser letztere ganz innerhalb der zu beschreibenden Kreise liegt; dass endlich, 
wenn der mehrerwahnte Unterschied grösser als der Hadius des gegebenen 
Kreises ist, dieser ganz innerhalb sowohl des concentrischen, als auch der zu 
beschreibenden Kreise liegt. 

632. Die beiden geometrischen Oerter für die Mittelpunkte aller 
derjenigen Kreise zu bestimmen, welche, bei vorgeschriebener 
Grösse ihrer Halbmesser, eine der Lage nach gegebene gerade 
Linie berühren. 

Auflösung. Man ziehe auf jeder Seite der gegebenen Ge- 
raden and in einer Entfernung von ihr, die gleich ist der vor- 
gesebriebenen Grösse der Halbmesser, eine Parallele mit derselben, 
so sind diese beiden Parallelen die verlangten geometrischen Oerter. 
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■Bewein. Die Senkrechten, die man von beliebigen Punkten 
der Parallelen auf die gegebene Gerade fallt, sind alle von gleicher 
, Länge (31), also gleich der vorgeschriebenen Grösse der Halbmesser 
der zu beschreibenden Kreise (Constr.); da aber die gegebene Ge- 
rade jene Senkrechten oder, was dasselbe ist, die in Hede stehmiden 
Halbmesser in ihren Endpunkten unter rechten Winkeln schneidet, 
so hjt sie eine Tangente aller der Kreise, welche die genannten 
Senkrechten zu Halbmessern haben (242); die Parallelen sind mit- 
hin die beiden geometrischen Oerter für die Mittelpunkte dieser Kreise; 
w. z. b. w. 

633. Einen Kreis zu beschreiben, der einen gegebenen Halb- 
messer hat und durch zwei gegebene Punkte hindurchgeht. 

Auflösung. Mau bestimme den geometrischen Ort für die 
Mittelpunkte von Kreisen, welche den vorgeschriebenen Halbmesser 
haben und durch einen der gegebenen Punkte gehen (A. 630); 
darauf auch den geometrischen Ort für die Mittelpunkte von Kreisen, 
welche den vorgeschriebenen Kadins haben und durch den zweiten 
gegebenen Punkt gehen, so sind die b.üden Durchsclinittspuukta 
dieser geometrischen Oerter (wenn ein Schneiden überhaupt 'statt- 
findet) die Mittelpunkte zweier den Bedingungen der Aufgabe ent- 
sprechenden Kreise. 

Beweis folgt unmittelbar aus der Construction. 

Anmerkung. Wlmiii der vorgeschriebene Hadiiis grösser ist »Is die Haltle der 
Etilferming der gegebenen l’unkle von einander, so müssen sieh otTeiihar die 
beiden geometrischen Oerter schneiden, und da sic l’eriptiericen von Kreisen 
' sind, so hat man auch zwei Dnrchschnillspnnkle (204); es lassen sich mithin 
in diesem Falle zwei der in der Aufgabe verlangten Kreise beschreiben; dagegen 
mir einer, wenn der vorgeschriebene Kadius gleich der Hallte jener Entfernung 
ist; denn alsdann berühren sich die geometrischen Oerter, haben also nur 
einen, den Bernhrungspnnkt , gemeinschaftlich (263). Ist endlich der vor- 
geschriebene Radius kleiner als die Hälfte der genannten Entfernung, so können 
die geometrischen Oerter einander gar nicht begegnen ; die Aufgabe ist mithin 
in diesem Falle nicht zu lösen. 

634. Einen Kreis von vorgeschriebenem Hsilbmeseer zu con- 
stmiren, so dass er zwei der Lage nach gegebene Gerade berührt. 

Auflösung. Man bestimme in Betreff jeder der g^ebenen 
Geraden die beiden geometrischen Oerter für die Mittelpunkte der 
Kreise, welche den voigeschriebenen Badins haben imd die Geraden 
berühren (A. 632), so sind die vier Durchschnittspunkte dieser 
Oerter (wenn ein Schneiden überhaupt stattfindet) die Mittelpunkte 
von vier Kreisen, welche den Anforderungen der Au%abe genügen. 
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Beweist folgt unmittelbar aus der Construction. 

A n IM e r k ti I) Wenn die gegebenen Gerüduu ^ich schneiden, so müssen es auch 
je zwei der vier geometrUclien Oerler, da sie jenen parallel sind; daher lassen 
sich in diesem Falle >i<*r Kreise Iwschiviben , wie sie lii der Aufgabe verlaiigl 
werden; unzählige aber, wenn die gegebenen Geraden parallel sind, und der 
vorgesebriebene Kudius gleicb der Halfle ihres Abslandes von einander Ul; 
denn aUdunn fallen die beiden zwischen den gegebenen (ieradeii betiiullichen 
Oerler ziisamiiien. IHe Aufgabe is! endlich niclil zu lösen, wenn die gegebenen 
fieraden parallel sind, und der Vürgeschriebene Halbmesser grösser oder kleiner 
^ Ul als die Hälfte ihres Abstandes von einamler, da in diesem halle die geo- 
metrischen Oerler einander gar nicht begegnen können. 

635. Einen Kreis mit vorgeschriebenem Halbmesser zu cou- 
struiren, der durch einen gegebenen Punkt geht und eine der 
Lage nach gegebene Gerade berührt. 

Auflösung. Man be.stimme den geometrischen Ort für die 
Mittelpunkte der Kreise, welche den vorgeschriebenen Ifadius haben 
und durch den gegebenen Punkt gehen (A. 630); darauf denjenigen 
der beiden geometrischen Oerter für die Mittelpunkte der Kreise, 
welche den vorgeschriebeuen Radius haben und die gegebene Gerade 
berühren (A. 632), der mit dem gegebenen Punkte auf derselben 
Seite der letzteren liegt, so sind die beiden Durchschnittspunkte 
dieser Oerter (wenn ein Schneiden überliaupt stattfindet) die Mittel- 
punkte für zwei der verlangten Kreise. 

Beweis folgt unmittelbar aus der Construction. 

A n III er k II II g. Wenn der vurgcsi liriebene Uuiliii.s grösser ist als die Hiiifte der 
ICnlfernnng des gegelienen l’iinktes von der gegelieuen Geraden, so niiisseii sieh 
die lieiden geoiuelriseheii Oerter oll'enliar sehiieiden, und da der eine die Peri- 
pherie eine.' Kreises, der andere eine gerade Linie ist, so liat man zwei Uiirch- 
schnitrspmiktc; daher lassen sich jn diesem Kalle zwei Kreise besehreihun ; da- 
gegen nur einer, wenn' der vorgesehriebene Kadins gleich der Hallte jener Knt- 
fernnng ist; denn alsdann benihrcii sich die geouielrischcn Oerter und haben 
mithin nur einen Punkt genieinschaftlirh ;. ist endlich der vorgesehriebene Ra- 
dius kleiner als die Hallte der raehrerwahulen Entferiinng, so wird die Lösung 
der Anlgabe uniiiOglich, weil die Oerter einander gar nicht begegnen können. 

636. Einen Kreis zu constmiren, der, bei vorgeschriebener 
Länge seines Halbmessers, durch einep gegebenen Punkt geht 
und einen der Lage und Grösse nach gegebenen Kreis berührt. 

Auflösung. Man bestimme den geometrischen Ort für die 
Mittelpunkte der Kreise, welche den vorgeschriebenen Radius haben 
und durch den gegebenen Punkt gehen (A. 630); darauf sowohl 
den geometrischen Ort für die Mittelpunkte der Kreise, welche den 
vorgeschriebenen Radius haben und den gegebenen Kreis von aussen 
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berühren, als auch den Ort für innere Berührung (A. 631), so sind 
die Punkte, in denen der zuerst construirte Ort jeden der beiden 
andern schneidet (wenn ein Schneiden überhaupt stattfindet), die 
Mittelpunkte von in der Aufgabe verlangten Kreisen. 

Beweis folgt unmittelbar aus der Construction. 

A lim ei k 11 tig 1. Der iiölhigeii Kürze halber wollen wir in Folgendem die drei 
in der Atiflosung genannten geonieli'isctieii Oerter beziehungsweise „den geo- 
iiielrischen Ürl für den gegebenen Punkt, fiir äussere, för innere Berührung** 
nennen. 

Verbindet man ferner den gegebenen Punkt mit dem Mittelpunkte des ge- 
gebenen Kreises durch eine Gerade und verlängert dieselbe, bis sie den Um- 
kreis zum zweiten Male schneidet, so soll von den beiden Segmenten, in welche 
diese ganze Linie durch den gegebenen Punkt und ihre beiden Durchschnitts- 
puukte mit der Peripherie getheilt wird, dasjenige, .auf welchem der Mittelpunkt 
des Kreises nicht liegt: „die kleinste Entfernung des gegebenen Punktes von 
der Peripherie des gegebenen Kreises,” oder kurzweg: „die kleinste Entfernung,“ 
das andere Segment hingegen, auf welchem der Mittelpunkt liegt: „die grösste 
Entfernung** heissen. 

Anmerkung 2. Es sei A (Fig. 472.) der Mittelpunkt des gegebenen Kreises, 
B der ausserhalb desselben liegende gegebene Punkt, BC die kleinste, HD die 
grösste Entfernung des letzteren, also AD und AG Kadicii des gegelieiieii Kreises. 

Ist nun der vorgeschiiebcMie Halbmesser 

so ist CE BE, 

also AC -f CE AC -f BE, 

oder , AE<AC4-BE, 

d. h. AE ist kleiner als der Halbmesser des geometrischen Ortes für anssere 
Berührung, und da der geometrische Ort fiir den gegebenen Punkt durch den 
Punkt E gebt, so müssen sich beide Oerter schneiden. 

Ist also der vorgescbriebeiie Badius Rösser als <lie Hälfte der kleinsten Ent- 
fernung des gegebenen Punktes, so schiieideti sich der geometrische Ort für 
äussere Berührung und der Ort^ für den gegebenen Punkt, halieii mithin zwei 
Punkte gemeinschafllicb. 

Ist ferner der vorgeschriebene Halbmesser 
BE = JBC, 

so ist CE = BE, 

also « AE AC BE. • 

Es gehen also die geometrischen Oerter für äussere Berührung und den ge- 
gebenen Punkt durch den Punkt E, und da ihre in gerader Unie liegenden 
Radien AE und BE iu ihren Endpunkten zusammenfallen, so berühren die 
Oerter einander. 

Ist daher der vorgeschriebene Radius gleich der Hälfte der kleinsten Eut- 
reriiuiig des gegebenen Punktes, so berüliien die beiden genannten geometri- 
schen Oerter einander, haben also nur einen Punkt gemeinscbaftlicb. 
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Tsl ferner der vtirgeschriebenc Radius 
BE < }BC. 

so isl CE IIE. 

milhin .Vi) > AC + BE. 

d. h. der Radius des Ortes für äussere Berührung ist kleiner als AE; dieser 
Ort und der durch den Punkt E gehende Ort für den gegebenen Punkt können 
daher einander nicht begegnen. 

Ist also der vorgeschriebene Radius kleiner als die Hälfte der kleinsten Ent- 
fernung des gegebenen Punktes, sn können die genannten beiden Oerter ein- 
ander nicht begegnen, sie haben mithin keinen Punkt gemeinschaftlich. 

Ist ferner der vorgeschriebene Radius 
BH> |BD, 

so ist DH < BH, 

also DU — AD < BH — AD, 

oder AH<BH — AD, 

d.di. der Halbmesser des geometrischen Ortes für innere Berührung isl grosser 
als AH, und da der geometrische Ort für den gegebenen Punkt durch den 
Punkt H geht, so müssen sich beide Oerter schneiden. 

Ist also der vorgeschriebene Halbmesser grosser als die HälDe der grössten 
Entfernung des gegebenen Punktes, so schneiden sich der geometrische Ort für 
innere Berührung und der Ort für den gegebenen Piirikl, haben mithin zwei 
Punkte gemeinschaftlich. 

Ist ferner der vorgeschriebene Radius 
BH ■= |BD, 

so ist DH = BH, 

mithin DH -- AD = BH — AD, 

oder AH = BH — AD. 

Der geometrische Ort für innere Berührung muss also, gleich dem Orte für 
den gegebenen Punkt durch den Punkt H gehen , und da H der gemeinschaft- 
liche End|>unkt der in gerader l.inie liegenden Radien AH und BH ist, so be- 
rühren sich die beiden Oerter in diesem Punkte. 

Isl also der vorgeschriehene Halbmesser gleich der Hälfte der grössten Entfer- 
nung des gegebenen Punktes, so berühren sich die genannten geometrischen 
Oerter, haben daher nur einen Punkt gemeinschaftlich. 

Ist endlich der vorgeschriebene Radius 
BH < iBD, 

so isl DH > BH, 

also DH - AD > BH — AD, 

oder AH>BH — AD, 

d.h. der Radius des geometrischen Ortes für innere Berührung isl kleiner als 
AH, folglich kann dieser Ort dem Orte für den gegebenen Punkt nicht begegnen. 

Isl also der vorgeschriebene Radius kleiner als die HaIRe der grössten Ent- 
fernung des gegebenen Punktes, so können der Ort für innere Berührung und 
der Ort für den gegebenen Punkt einander |nicht begegnen, sie haben mithin 
keinen Punkt gemeinschaftlich. 
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A I» ni (! r k II M g 3. Aus (Umi iu Ariinerk. U gerulirt«D Bcweiseo gebt Kolgende^hervor : 

Urmi der gegebene.* I'mikl ausserhalb des gegebenen Kreises liegt, so lassen sich 

1) vier Kreise, welche «len Anfordenmgen der Aufgabe genügen, und zwar 
zwei fnr »nssere und zwei für innere Berührung in dem Kalle beschrei- 

l)en, wenn der vorgeschriebenc Badius* grösser als die Hälfte der grössten 
Knlfermuig des gegebenen Punktes ist; 

2) drei Kreise, und zwar zwei für äussere und einer für innere Berührung, 
wenn der vorgeschriebene Halbmesser gleich der Hälfte der grössten Ent- 
fernung des gegelx'nen Punktes; 

3) zwei Kreise, und zwar für äussere Berhhrung, wenn der genannte Badius 
kleiner als die Hälfte der grössten, aber grösser als die Hälfte der klein- 
sten Entfernung des gegebenen Punktes; 

4) ein Kreis, und zwar für äussere Berühnmg, wenn der erwähnte Radius 
gleich der Hälfte der kleinsten jener Enlfernnngeu ist; endlich wird 

5) die Lösung der Aufgabe mimöglicb, wenn der vorgeschricbene Radius 
kleiner als die Hälfte der kleinsten Kiitfernung des gegebenen Punktes ist. 

Aiifiierkfing 4. Liegt der gegebeue Punkt iimetlialb des gegebenen j^rcises, 
so kunri olienbar nur von innerer Berülinitig die Hede sein , und durch ähn- 
liche Beweise, wie die iu der zweiten Anmerkung geführten, lässt sieb leicht 
darthim, dass 

1) zwei Kreise cmistrnirt werden können, wenn der vorgeschriebene Halb- 
messer kleiner als die Hälfte der grössten, al>er grösser als die Hälfte 
der kleinsten Entrernnng des gegebenen Punktes; 

2) nur ein Kreis mügiieh, wenn der genannte Radius gleich der Hälfte der 
einen, oder gleich der Halflc der andern jener Entfermiiigeii ; 

3) die Anfgabt,' unlösbar wird, wenn der erwähnte Badius grösser a!s die 

* Hälfte der grössten, oder kleiner als die Hälfte der kleinsten Enifernung 

des gegebenen Punktes ist. 

Anmerkung 5. Wenn der gegebene Punkt auf der Peripherie des gegebenen 
Kreises liegt, so Wirtl die kleinste Enlferiinng des erstem gleich Null, die 
grösste gleich dem Durebmesser ; cs ist von selbst einleucbtend, dass stets zwe 
Kreise, einer für innere und einer für äussere Berührung, liescbi iebeii weiden 
können, welche einen gegebenen Kreis in einem bestimmten Punkte l>enihrei], 
der Radius derselben mag grösser oder kleiner als der Radius des gegebenen 
Kreises sein; dass stets ein Kreis für äussere Berührnng möglich ist, wenn 
der vorgeschrielieiie Radijis gleich dem Radius des gegebenen Kreises ist; in 
diesem letztem Falle aber kein Kreis für innere Bernlming beschrieben werden 
kann, weil der geometrische Ort für innere Berührung gleich Null ist. 

Anmerkung (3. Es bleibt noch ein besmiderer Kall zu erwähnen; wenn näm- 
lich der gegebene Punkt der Mittelpunkt des gegebenen Kreises selbst ist. Da 
in diesem Kalle der geomeinsche Ort für innere BertihniHg und der Ort für 
den gegebenen Punkt concentrische Kreise sind, so ist die Aufgabe oOenbar 
nicht zu losen, wenn der vorgeschriebene Radius grust»er, oder kleiner als die 
Hälfte des Radios \oiu gegebeiieii Kreise ist; ist dagegen jener Halbmessei 
gleich der Hälfte dieses, so falleu die beiden geonieUischen Oerter zusammen, 
haben also mizaldige Punkte genieinscbafllicb , und es lassen sieb daher un- 
zählige der verlangten Kreise beschreiben. 
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637 . Einen Kreis zn constmiren, der bei vorgeschriebener 
Länge seines Radius eine der Lage nach gegebene Gerade 
und einen der Lage und Grösse nach gegebenen Kreis be- 
rührt. 

Auflösung Mau bestimme die beiden geometrischen 0er- 
ter für die Mittelpunkte der Kreise, welche den vorgeschriebenen 
Radius haben und die gegebene Gerade, berühren (A. 632); darauf 
auch für die ^littelpunkte von Kreisen, welche den vurgeschriebe- 
nen Radius haben und den gegebenen Kreis berühren, sowohl den 
geometrischen Ort für innere, als auch für äussere Berührung 
(A. 631), 8(f sind die Punkte, in denen die beiden letzteren Oerter 
die zuerst genannten schneiden oder berühren (■wenn ein Schneiden 
oder Berühren überhau])t stattfindet), die Mittelpunkte von Kreisen^ 
welche den Bedingungen der Aufgabe entsprechen. 

Beweis folgt unmittelbar aus der Construction. 

Anmerkung 1. Der nöthigen Kurze halber sollen für ilie In der Aiillösung 
genannlen geomelrischen Oerter beziehungsweise die Au.sdrucke; „geonielrischer 
Ort für die gegebene tierade“' oder „lUt für die gegebene Oerade,“ „Ort für 
innere Berührung,“ ,,Ort für äussere Berührung“ gebraucht werden. Ferner 
Wüllen wir diejenigen .•'Kicke der voiir Mittelpunkte des gegebenen Kreises auf 
die gegebene Gerade gefällten und bis zuni zwiten UurchschnitI mit dem Um- 
kreise verlängerten Senkrechten, welche zwischen dem Fiisspunkte dieser lelz- 
teren und dem einen und anderen ihrer lliirchschnillspunkte mit der Periphe- 
rie enthalten sind, tieziehnngsweise: „die kleinste und die giössle Kntfernnng 
der gegebenen Geraden“ nennen. 

Anmerkung 2. Es möge die gegebene Gerade KJ (Kig. 473.) den gegebenen 
Kreis schneiden; AB sei die aus dem .MiUelpunkle A des letzteren auf KJ ge- 
lallte Senkrechte; BG sei die kleinste und Bll die grösste Entfernung der ge- 
gebenen Geracfcri, so ist AC = AI> = dem lladius des gegehenen Kiei.ses. Es 
sei ferner BG=»BH = dem voi-giscliriebencn Badins, su sind die dnreh G 
und H mit HJ gezogenen Parallelen PO iiuil KS die geomelrischen Oerler für 
KJ (A. 632). 

f 

I. Ist nun der vorgeschriebene Radius 
BG = BH < ^BC 
so ist BH < CH 

mithin AH < AB -p CH 

AB -p CH = AC — BH 

folglich AH < AC — BH 1 . 

AC — BH<AC-pBH 

folglich AH < AC -p BH 2. 

Ferner ist AH BH 
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>BG* 

> AG 

folglich AG < AC BH (wegen 1) .... 3. 

folglich AG •< AC -f- BH (wegen 3) .... 4. 

Ist also der vorgeschriebene Kadius kleiner, als die Hälfte der 
kleinsten Entfernung der gegebenen Geraden, so schneiden die geo- 
metrischen Oerter für innere nnd äussere Berührung beide Oerter 
für die gegebene Gerade; man erhält demnach acht Durclischnitts- 
punkte als Mittelpunkte für zu beschreibende, den Bedingungen der 
Aufgabe entsprechende Kreise. 

IT. Ist der vorgeschriebene Radius ^ 


BG :.= BH = ^BC 


so ist 

CH = BH 


also 

AC — CH = AC BH 


oder 

AH = AC— BH., 

...5. 

wegen 5 ist 

auch AH < AC 4- BH . . 

. . 6. 

Ferner ist 

AH>BH 



> BG 



> AG 


folglich 

AG < AC — BH (wegen 

mithin auch 

AG<AC-pBH. . 

..8. 


Ist also der vorgeschriebene Radius gleich der Hälfte der 
kleinsten Entfernung der gegebenen Geraden, so berührt der Ort 
fllr innere Berührung den einen der beiden Oerter für die gegebene 
Gerade (5), während der Ort für änssere Berührung denselben 
schneidet (6); dagegen schneiden sowohl der Ort für innere, als 
auch der Ort für äussere Berührung den zweiten der geometrischen 
Oerter für die gegebene Gerade (7, 8); man erhält demnach sieben 
Punkte für zu beschreibende Hrefee. 


III. 

Ist der vorgeschriebene Radius 
’ BG = BH > ^BC, 

aber 

BG = BH < ^BD, 

so ist 

CH < BH 

mithin 

AC— CH> AC — BH 

oder 

AH>AC— BH 9. 

Da ferner 

BH>CH 

so ist 

AC BH > AC + CH 

AC + CH > AH 

folglich 

AH<AC-+-BH....10. 
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Ferner ist 

AG<BG 


<BH 


<AH 

mithin 

AG < AC -p BH (wegen 10) 

Ferner ist 

^BD > BG (V.) 

also 

BD > 2BG . 

folglich 

BD — BG > BG 

d. i. 

DG > BG 

mithin 

AD — DG< AD — BG 

oder 

AG<AD — BG.... 12. 


Ist also der vorgeschriebene Radius grösser als die Hälfte . 
der kleinsten, aber kleiner als die Hälfte der grössten Entfernung 
der gegebenen Geraden, so begegnet der geometrische Ort für in- 
nere Berührung^ dem einen der beiden Oerter für die gegebene 
Gerade nicht (9), schneidet aber den anderen (12); hingegen wer- 
den beide Oerter von dem Orte für äussere Berührung geschnitten 
(10, 11); man hat daher sechs Punkte als Mittelpunkte für ver- 
langte Kreise. 

IV. Ist der vorgeschriebene Radius 

BH = BG = ^BD ‘ 


so ist 

DG = BG 


also 

AD — DG = AD — BG 


oder 

AG = AD — BG . . , 

.13. 

• 

AD — BG < AD + BG 


folglich 

AG<AD-pBG.... 

14. 

Ferner ist 

AH>BH 
>BG 
> AG 


mithin 

AH >■ AD • — ■ BG (wegen 13) 

Ferner ist 

AB <BG 
<BH 


«Iso 

AB-pBH <2BH 


oder 

AH <2BH 


aber 

BH = ^BD (V.) 


also 

2BH = BD 


folglich 

AH <BD 

< AD-f-AB 



< AD-pBG... 

.16. 
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Ist also der vorgeschriebene Radius gleich der Hälfte det 
grössten Entfernung der gegebenen Geraden, so berührt der Ort 
für innere Berührung den einen der beiden Oerter flir die gegebene 
Gerade (I3) und begegnet dem anderen nicht (15); der Ort für 
äussere Berührung aber schneidet beide (14, 16); man hat dahef 
fünf Punkte als Mittelpunkt* von verlangten Kreisen. 

V. Ist der vorgeschriebene Radius 
BH = BG > pO 
DG < BG 

AD - DG > iAD — BG 

AG ^ AD — BG .,..17. 

AG < AG + 2DG 

< AD + DG 

<ADh-BG 18. 

AH > BH 

> BG 

> AG 

>AD' — BG (wegen 17).... 19. 
AH— AB = BH 
= BG 

AH = BG + AB 

< BG + AD . . . . 20. 

Ist also der vorgeschriebene Radius grö&ser als die Hälfte der 
grössten Entfernung der gegebenen Geraden, so begegnet der Ort 
für innere Berührung keinem der beiden Oerter für die gegeboüo 
Gerade (17, 19); dagegen werden beide von dem Orte tiir ä^ser^ 
Berührung geschnitten (18, 20); man hat demnach vier Mittel- 
- punkte für zu beschreibende Kreise. 

Aus I, II, III, IV, V ergibt sich nun Folgendes: 

Wenn die gegebene Gerade den g^ebenen ■ Kreis schneidet, 
so lassen sich: 

a. acht den Bedingungen der Aufgabe entsprechende Kreise be-- 
schreiben, und zwar vier für innere und vier fiir äussere Be- 

- rührung , wenn der . vorgeschriebene Radius kleiner als di» 
Hälfte der kleinsten Entfemnng der gegebenen Geraden ist; 

b. sieben Kreise, und zwar drei für innere und vier für äussere 
Berührung, wenn der genannte Radius gleich ist der Hälfte 
jener Entfernung; 


so ist 

folglich 

oder 

Ferner ist 
Ferner ist 


Ferner ist 
also 
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c. sechs Kreise, und zwar zwei fttr innere und vier für SusSere 
Berührung, wenn der erwähnte Kadius grosser als die Hälfte 
der kleinsten , aber kleiner als die Hälfte der grössten Ent- 
fernung der gegebenen Geraden; 

d. ftinf Kreise, und zwar einer für innere und vier für äussere 

Berührung, wenn der Radius gleich ist der Hälfte der grössten 
jener Entfernungen; ‘ 

e. vier Kreise, und zwar Rir äussere Berührung, wenn der Ra- 
dius grösser 'als die Hälfte der grössten Entfernung der ge- 
gebenen Geraden ist. 

A II merk n IIS 3. Es mögen ilie gegelieiie tieimte KJ (Kig. 4T4.j miil der gege- 
bene Kreis gen« aiissereioander liegen; AB sei die ans dem. Millelpuiikle A auf 
KJ gefällte Senkreehle; R(i die kieiieste, BO die gri'issle Entreruiing der gege- 
lieiieii tleraden, so ist AC = AO = dein Kadiiis des gegelicneu, Kreises. Es 
sei ferner = = dem vorgesctiriebeneii Badiiis, so sind die dureli (1 

und H mit KJ gezogcneii l’arallelen Pt) , ItS die geoiiietriselicn Oerter KJ 
(A.a3‘2). ■. 


I. Ist 

nun der vorgeschriebene 

1 Radius 

• 

BH BG > ^BD 


so ist 

DG <BG 


also 

DG — AD<BG — 

AD 

oder 

AG < BG — 

AD 1. 

Wegen- 1 ist 

auch AG < BG -|- 

AD. *... 2 . 

Ferner ist 

AH > BG 



!>BG — 

AD'.. . .3. 


Ferner ist AH = AB -f- BII = AB BG •: i : i 

>AB + CG ' ■ ‘ 

CG = AC — AG = AI>— AG 
also ' AH > AB + AD — AG 

>BD— AG 

’ BD — AG=BG + AD 

mithin AH > BG -f- AD 4. 

'Ist also der vorgeschriebene Radius grösser als die Hälfte der 
grössten Entfernung der gegebenen Geraden, so. schneiden die geo- 
metrischen Oerter für innere und äussere Berührung den einen der 
beiden Oerter für die gegebene Gerade (1, 2); können aber dem 
andern Orte nicht begegnen ( 3 ^ 4 ); man erhält daher vier Durch- 
schnittspunkte als Mittelpunkte i für zu beschreibende Kreise. 

■ -ill;' Ist der vergesehriebene Hadftis ' ‘ ' 

•M i BH*irBG*4BD i ’ • • 

d« Hientf Beweibe aad Anflöbimgen. II. 22 
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so ist 

DG = BG 


mithin 

DG - AD = BG— AD 


oder 

AG = BG — AD . 

...5. 

Wegen 5 ist 

AG<BG-1-AD.. 

.. 6. 

Ferner ist 

AH>BG 



>BG— AD.. 

..7. 

Ferner ist 

AH = 2BG-PAG 



= BD + AG(V.) 

= BG + AD + 2AG 
> BG + AD . . . . 8. 

Ist also der vorgeschriebene Radius gleich der BUilfte der 
grössten Entfernung der gegebenen Geraden , so berührt der geo- 
metrische Ort für innere Berülirung den einen der Oerter ftir die 
gegebene Gerade (5), kann aber dem andern nicht begegnen (7); 
dies letztere findet auch statt in Betreff des Ortes für äussere Be- 
rührung (8); derselbe schneidet dagegen den ersteren der beiden 
Oerter für die gegebene Gerade (6); man erhält demnach drei 
Punkte als Mittelpunkte für verlangte Kreise. * 

m. Ist der vorgeschriebene Radius 
BH = BG < ^BD 


aber 

BH-=BG>|BC . 

so ist 

DG>BG 

mithin 

DG — AD>BG — AD 

oder 

AG>BG — AD.... 9. 

Ferner ist 

AC<AB 

also 

AC — CG<AB — CG 

oder 

AG < AB— CG 


AB — CG = AG+BC 

daher 

AG< AG-f-BC 

AG * AC — CG 
BC* BG— CG 

also 

AG<AC-hBG— 2CG 
<AC-t-BG 10. 

Ferner ist 

AH > AG 

. > BG — AD (wegen 9) . . 

Ferner ist 

AH == AB-pBH 


> AC-pBH.... 12. 

Ist also der vorgeechriebene Radius kleiner als! die Hälfte 
der grössten, aber grösser als die Hälfte der kleinsten Entfernung 
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der gegebenen Geraden, so kann der Ort für innere Berülirung 
keinem der beiden Oerter für die gegebene Gerade begegnen (9, ll); 
der Ort für äussere Berührung aber schneidet den einen ( 1 0) nnd 
begegnet dem andern nicht (12); man hat demnacli im Ganzen zwei 
I*unkte als Mittelpunkte für verlangte Kreise. 


IV. Ist der vorgeschriebene Radius 
Bh = Bg = }BC 


so ist 

Cg = Bg 


also 

AC-hCg = AC-t-Bg 


oder 

Ag = AC-hBg.. 

. . 13. 

daher aiich 

Ag > AC — Bg . . 

. . 14. 

Nun ist 

Ah > Ag 


folglich wegen 

13 Ah>AC-l-Bg.. 

..15. 

und wegen 14 

Ah>AC — Bg.. 

. . 16. 


Ist also der vorgeschriebene Radius gleich der Hälfte der 
kleinsten Entfernung der gegebenen Geraden, so beriihrt der geo- 
metrische Ort für äussere Berührung den einen der beiden Oerter 
für die gegebene Gerade (13); kann aber dem anderen nicht be- 
gegnen ( 1 5), und der Ort für innere Berührung begegnet keinem 
der beiden Oerter für die gegebene Gerade (14, 16); man erhält 
mithin nur einen Mittelpunkt für einen zu beschreibenden Kreis. 

V. Ist der vorgeschriebene Radius 
Bh = Bg < iBC 
so ist Cg > Bg 

folglich' Ag > AC -1- Bg .... 17. 

mithin auch Ag > AC — Bg . . . . 18. 

Ferner ist Ah >• Ag 

> AC + Bg (wegen 17) 19. 

und Ah > AC — Bg (wegen 18) ... . 20. 

Jst also der vorgeschriebene Radius kleiner als die Hälfte 
der kleinsten Entfernung der gegebenen Geraden, so begegnen die 
geometrischen Oerter ftir äussere und innere Berührung keinem der 
beiden Oerter für die gegebene Gerade. 

Aus I, II, HI, IV, V geht nun Folgendes hervor: 

Wenn die gegebene Gerade und der gegebene Kreis ganz 
aussereinander liegen, so lassen sich; 

a. vier den Anforderungen der Aufgabe genügende Kreise be- 
schreiben, und zwar zwei für innere und zwei für äussere 
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Berührnng, wenn der vorgeschriebene Hadins grtwser ist, als 
die Hälfte der grössten Entfernung der gegebenen Geraden; 

b. drei Kreise, nnd ewar einer ftir innere und awei fttr äussere 
Berähmng, wenn der vorgeschriebene Kadins gleich ist dw 
Hälfte jener Entfernung; 

c. zwei Kreise, und zwar für äussere BerUhrung, wenn der ge- 
nannte Halbmesser kleiner als die Hälfte der grössten , aber 
grösser als die Hälfte der kleinsten Entfernung der ge^be- 
nen Geraden; 

d. ein Kreis, und zwar für äussere Berührung, wenn der er- 
wähnte Radius gleich ist der Hälfte der kleinsten jener Ent- 
fernungen ; 

e. die Lösung der Aufgabe wird unmöglich, wenn der vorge- 
schriebene Radius kleiner als die Hälfte der kleinsten Ent- 
fernung der gegebenen Geraden ist. 

Anmerkung 4. Wenn Hie gegebene Gerade den gegebenen Kreis berührt und 
der vorgesciiriebeiie Kadius kleiner, oder giösser als der Halbmesser des gege- 
benen Kreises ist, so muss offenbar der geometrische Ort für äussere Berüb- 
rong denjenigen Ort für die gegebene Gerade , welcher mit dem Mittelpunkte 
auf dereelbeii Seite .von letzterer liegt, schneiden, den andern Ort dagegen be- 
rühren ; wahrend der geometrische Ort für innere Berührung nur den zuerst 
genannten Ort für die gegebene Gerade berühren, ilem andern Orte jedoeb nicht 
begegnen kann; es sind mithin in diesem Falle stets vier Kreise, und zwar 

' einer für innere und drei für kussere Berübriiiig inbglich. 

Ist aber der vorgesclirieheue Hadius gleich dem des gegebeuen Kreises, so 
wird der geoiiietrisciie Ort für innere Berültnmg gleich Null; in diesem Falle 
können daher nur drei Kreise für äussere Berührung beschrieben werden. 

Anmerkung 0. Wenn die gegebene Gerade durch den MiUelpankt des gege- 
benen Kreises gebt, und der vorgeschriebene Budius kleiner als die Hülfle de« 
Radins vom gegebenen Kreise ist, so ist leicht zu sehen, dass die geomelnschen 
Oerter für innere und äussere Berührung beide Oerter für die gegebene Ge- 
rade schneiden müssen; es lassen sich daher in diesem Falle acht Kreise, und 
zwar vier für innere und vier für äussere ßenihning beschreiben. 

Ist der Torgeschriehen^ Radins gleich der Hälfte des Radius des gegebenen 
Kreises, so lassen sicli sechs Kreise, und zwar zwei für innere und vier für 
äussere Berührung beschreiben. 

Ist der vorceschriebene Radius grösser als die liälfle des Radius vom gege- 
beneu Kreise, so sind vier Kreise für äussere Berührung möglich. 

638. Einen Kreis zu oonstroiren , der bei vorgeschriebener 
Grösse zw« der Lage nnd Grösse nach gegebene Kreise be- 
rülirt. 

Auflösung. Man bestimme für jeden der gegebenen Kreise 
den geometrischen Ort ftir innere nnd den geometrischen Oit ftir 
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äussere Berührung fUr die Mittelpunkte von Kreisen, deren Bedien 
die vorgeschriebene Länge haben (A. 631), so sind die Funkte, in 
denen jeder der beiden Oerter des einen gegebenen Kreises jeden 
der beiden Oerter des andern schneidet oder berülirt (;venn ein 
Schneiden oder Berühren überhaupt stattfindet), die Mittelpunkte 
von zu beschreibenden Kreisen, welche den Bedingungen der Aut- 
gabe entsprechen. 

Beweis folgt unmittelbar aus der Construction. 

Anin erkling 1. Zur .Abkürzung iler Beweine in den iiacbrolgendeii llntcrsu- 
cbuiigcii wollen wir vier l.ehrs<ä(ze voranschicken: 

I. Zwä Kreise mtlssen üch stets schneiden , wenn die Summe 
ihrer Badien grösser, und der Unterschied derselben kleiner 
als die Entfernung der Mittelpunkte ist 

Beweis. Wenn die Kreise sich von aus.sen oder von innen 
beriihrten, so wäre im ersteren Falle die Summe, im letzteren der 
Unterschied der Kadien gleich der Entfernung der Mittelpunkte 
(263, Anmk.), was gegen die Voraussetzung; läge der eine Kreis 
ganz ausserhalb , oder ganz innerhalb des andern , so wäre im er- 
stem Falle die Summe der Radien offenbar kleiner, im letztem 
aber der Unterschied derselben grösser, als die Entfernung der Mit- 
telpunkte, was gegen die Voraussetzung; folglich schneiden sich die 
Kreise. 

II. Wenn sowohl die Summe, als auch der Unterschied der 
Radien zweier Kreise grösser ist, als die Entfernung ihrer Mit- 
telpunkte, so liegt stets der eine Kreis ganz innerhalb des 
andern. 

Beweis. Wenn die Kreise sich vva aussen oder von innen 
berührten , so wäre im erstem Falle die Summe der Radien , im 
letztem der Unterschied derselben gleich der Entfernung der Mit- 
telpunkte, was jgegen die Voraussetzung; wenn die Kreise sich 
schnitten, so wäre der Unterschied der Radien kleiner, als die Ent- 
fernung der Mittelpunkt» (264, Anmk.), was gegen die Voraus- 
setzung; läge der eine Kreis ganz ausserhalb des andern, so wäre 
die Summe der Radien kleiner, als die Entfernung der Mittel- 
punkte, was gsgen die Voraussetzung ; folglich muss der eine Kreis 
ganz innerhalb des andern liegen. 

III. Wenn wiwohl die Summe, als auch der Unterschied der 
Radien zweier Kreise kleiner ist, als die Entfernung der Mit- 
telpunkte, so liegen die Kreise stets ganz aussereiuauder. 
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Beweis. Berührten sich die Kreise von aussen, oder von 
innen, so wäre im erstem Falle die Summe, im letztem der Unter- 
schied der Radien gleich der Entfernung der Mittelpunkte, was 
gegen di» Voraussetzung; schnitten sich die Kreise, so wäre die 
Summe der Radien grösser, als die genannte Entfernung, was gegen 
die Voraussetzung; läge der eine Kreis ganz innerhalb des andern, 
so wäre der Unterschied der Radien grösser , als jene Entfernung, 
was gegen die Voraussetzung; folglich liegen die Kreise ganz aus- 
sereinander. 

rV. Wenn die Summe, oder der Unterschied der Radien zweier 
Kreise gleich ist der Entfernung der Mittelpunkte, so berüh- 
ren sich im erstem Falle die Kreise von aussen , im letztem 
von innen. 

Beweis. Schnitten sich die Kreise , oder lägen sie ganz 
aussereinander , oder der eine ganz innerhalb des andern, so wäre 
im ersten Falle die Summe der Radien grösser und der Unterscliied 
derselben kleiner, als die Entfernung der Mittelpunkte; im zweiten 
Falle sowohl die Summe, als auch der Unterschied der Radien 
kleiner, als die genannte Entfernung; im dritten Falle sowohl die 
Summe, als auch der Unterschied der Radien grösser, als jene Ent- 
fernung, was gegen die Voraussetzung; folglich berühren sich die 
Kreise. 

A II Ul er k II II g 2. üm zu eriuillelii, ui« viel vuii ileii in vurslelieuder Aufgabe 
verlangten Kreisen zu beschreiben iiiAglidi sind, und wie sie die gegebenen be- 
rühren, ob gleichartig von aiisseu, oder von innen, oder ungleichartig, hat man 
zunächst vier Haiiptfalle zu unterscheiden, nämlich ; wenn die g^ebenen Kreise 
sich schneiden, oder ganz aussereinander liegen, oder sich berühren, oder wenn 
der eine ganz innerhalb lies andern liegt. Ha die Möglichkeit der zu beschrei- 
benden Kreise nach obiger Aullösung durch ein Schneiden, oder Berühren der 
dort näher bezeichneten geometrischen Oerter bedingt wird , so hat man für 
jeden der genannten vier Hauptfälle zn nntersueben , wann ein solches Sebnei- 
den, oder Berühren stattllndel ; dies bängt abea ah: erstens von dem Verbältniss 
der Grösse derjenigen drei Segmente zu einander, in welche die die Mittel- 
punkte der gegeljenen Kreise verbindende und bis zu ihrem zweiten Uiircb- 
schnitt mit den üinkreisen verlängerte Gerade, welche wir der Kürze halber: 
„die grösste Entrerniing“ nennen wollen, durch ihre Ilurchscbnittspunkte mit 
den Peripherieen getheilt wird , und zweitens von dem Verbältniss der Länge 
des vargeschriebenen Itadins ziij der Grösse der grössten Entfernung und zu der 
Grösse der genannten drei Segmente derselben, von denen das zwischen den 
innern Diirchschniltspiinkten liegende: „das innere,“ die beiden andern hinge- 
gen: ,,die äussern Segmente“ heissen sollen. 
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Erster Hanptfall, 
wenn die gegebenen Kreise sich schneiden. 

Sind K und M (Fig. 475.) die gegebenen Kreise und ist: 

A. CD>AC>BD; 

bezeichnet man den vorgeschriebenen Radius mit R, den Radius des 
Kreises K mit R, und den Radius des Kreises M mit Rj und es ist : 
L R < ^BD, so ist : 

KM<R,+R, 

^ R| Rj “f* 2R ^ 

•< (R| + R) + (R* + R) . . . . 1. 

KM>R, — R, 

^ R| ' — Rj “i” R — * R 
>(R, + R) — (R,+R)....2. 

Aus 1 und 2 folgt, dass sich die geometrischen Oerter fiir 
äussere Berührung schneiden (Anmk. 1, I.) . . . . a. 

Femerist: KM-f-CD = R, +Rj 
CD > 2R (V.) 

folglich KM < R, + R, — 2R 

.<(R,— R) + (R, — R)....3. , 

KM>R|— R, 

> R, — R, + R*— R 

>(R, _R)_(R,_R)....4. 

Aus 3 und 4 folgt, dass sich die geometrischen Oerter für 
innere Berührung schneiden (Anmk. 1, 1). ... b. Ferner ist: 

KM ^ R| + Rj 

R| -f- Rj -f- R — R 

' <(R, +R) + (R, — R)....5. 

Da 2R| sac AC -I- CD 

AC < CD (V.) 
so ist : R| ^ 

und R, CD, 

daher liegt der Mittelpunkt K zwischen den Punkten C und D. 

Da 2R, = BD + CD 

BD < CD (V.) 

so ist : Rj > BD ■ ' 

und R, < CD. 

Daher liegt auch der Mittelpunkt M zwischen den Punkten C u. D, 
Nun ist 2R < BD (V.) 

folglich 2R + CD<BD + CD ‘ 
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< 2 Hj 

oder 2 R — < R* — CD, also auch 

2R 4 - R| « — ■ Rj ^ R| -f- Rj - — CD v 
aber KM =3 R, + R^ — CD 

folglich, .! KM>,2R + R| — R* . , ■ 

>(R,+R) — (R, — R).„.. 6 . 

Aus 5 und 6 folgt, dass sieh der ' geometrische Ort des Krei- 
ses K für äussere Berührung und der Ort des Krtises M für innere 
• Berührung schneiden (Anmk. 1 , 1) . . ,x. 

Ferner ist: ■* KM<R,-FRj ' 

< R, -I- Rj -t- R — R 

<(R, ^R)-f(Rj-FR).... 7. 

KM>R, — Rj 

>R, — R, — 2R ' . : ' 

:>(R,„R)^(R, + R).. ..8. 

Aus 7 und 8 folgt, dass sich der geometrische Ort des Rrei- 
ses K für innere und der Ort des Kreises M fiir äussere Berithrung 
schneiden (Anmk. 1, 1) .... d. 

Ist: Ü. R = ^BD, so ist: 

KM < R, + R, ‘ 

<R, +R,-|-'2K 

. , , , < (R, -H R) -1- (Ri -h R) • • . . 1. . 

• ' ' ‘ ' , KM>R, — R, 

- ' > R, — R, -i-R — R 

>(R, -l-R) — (R,-j-R).... 2. 

Aus 1 und 2 folgt , dass ; sich . die geometrischen Oerter fiir 
äussere Berührung schneiden (Anmk. 1, 1) . . .. . a. 

Aus dem Beweise zu I, 6 wissen .wir , dass die Mittelpimkte 
K und M zwischen den Punkten C und D li^en ; es muss aber 
auch der Mittelpunkt M zwischen dem Mittelpunkte K und dem 
Punkte D nnd daher der Mittelpunkt K zwischen M und C liegen; 
denn fielen die Mittelpunkte K und .M zusammen, so wären die 
gegebenen Kreise concentrisch, was gegen die .Voraussetzung; fiele 
• M zwischen K und C, so wäre 

DK < DM , ^ \ 

q 0 rt' - <BM ' , ■ 

oder R, <R>, was nicht möglich ist, , 

da AC>BD (V.), , ■ .r' . .. 
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folglich AD >■ BC 

and R| > R,. 

Mkbip anDee M zwkclteu K und D, und K zwischen M und C lie- 
gen ; daher ist KM < R, 

und KM ■< Rj. 

Nun ist; Rj -f- R, = R, 4- Rj 
R, > BD (I, 6) 

BD = 2R (V.) 

folglich : R, >■ 2R , 

daher R, < R^ -f- Rj — 2K 

mithin KM < R, + Rj — 2R 

<(R, — K)+(K*— R) ...3. 

KM > R, — R, 

: >R,— R,4-R — R 

>(R,— R) — (R,-R)...4. 

Aus 3 und 4 folgt, dass die georoetrischen Oerter für innere 
Berührung sich schneiden (Annik. 1 , 1) .... h. Ferner ist : 

KM = R, +BD— R, 

BD = 2R (V.) 

folglich KM = R, — R, 4- 2R 

= (R, 4-R) — (Itj — R) . . . 5. 

Aus 5 folgt, dass sich der Ort des Kreises K für äussere und 
der Ort tles Kreises M für innere Berührung berühren (Anmk. 1, 
IV) . . . . c. Ferner ist : 

KM < R, 4- R, 

< R, 4- Ri 4- R — R 

< (R| — R) -f- (Rj -f- R) • . . 6. 

KM >■ R, — Rj 

>Ri— Ri— 2R 

>(R, — R)^(R, 4-R)... 7. 

Ans 6 uud 7 folgt, dass sich der geometrieche Ort des Krei- 
ses K für innere und der Ort des Kreises M für Äussere Berührung 
schneiden (Anmk. 1, 1) . . . . d. 

UI. R > jBD und < ^AC. 

KM < R, 4- R, 

< R, 4- R, 4- 2B 

< (R| 4* R) 4" (Kj 4" R) . ■ . 1 . 

KM>R,— R, ,1 


Digitized by Google 



186 


Vierter Abschnitt. 


> Rj — Rj+ R— R 
>(R,+R)~(Rj + R).:.2. 

Ans 1 und 2 folgt, dass sich die geometrischen Omter für 
äussere Berührung schneiden (Anmk. 1 , I) . . . . a. 

KM<R, (11,3) 

2R < AC (V.) 

<Ri (1,6) 
mithin KM + 2R < R, -H R, 

.daher KM<R,4-R,— 2R 

<(R,— R)-h(R, — R)...3. 

KM > R, — Rj 

>■ R| • — Bj + R *“ R 

>(R, _E)_(Rj„R)...4., 

Aus 3 und 4 folgt, dass sich die geometrischen Oerter für 
innere Berührung schneiden (Anmk. 1, 1) .... b. 

Ferner ist: KM <R, + R, 

<R, +R, +R — R 
<(R, +R) + (R,— R)...5. 

KM = R, — Rj + BD 
BD < 2R (V.) 

folglich KM < R, — R, + 2R 

<(R,+R)— (R,— R)...6. 

Aus 5 und 6 folgt, dass der geometrische Ort des Kreises K 
für äussere Berührung und der Ort des Kreises M für innere ein- 
ander nicht begegnen (Anmk. 1, II) . . c. 

KM<R, -l-R, 

< R, -I- R, -f- R — R 

<(R, ^R) + (R,-|-R)...7. 

KM>R(— R, 

>R, — R*~ 2R 

>(R, — R) — (R,-HK)...8. 

Aus 7 und 8 folgt, dass sich der geometrische Ort des Krei- 
ses K für innere Berührung und der Ort des Kreises M für äussere 
schneiden (Anmk. 1 , 1) .... d. 

IV. R = ^AC. 

Es ist; KM < R, -J-R* 

< R, -t- R, -I- 2R 

<(R, -|-R)-|-(Rt-»-R)... 1. 

KM> R, — R, 
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>R, — K, + R — R 
>ai, +K)^(R, + R)...2. 

Aus 1 und 2 folgt, dass sich die geometrischen Oerter für 
äussere Berührung schneiden (Anmk. 1, 1) .... a. 

• KM<R, (U,3) 

2R = AC (V.) 

<R, (1,6) 
mithin KM + 2R < R, + R, 
daher KM < R, + R* •— 2R 

<(R,— R)+(Rj — R)...3. 

KM > R, — Rj 

> R, — Rj +R — R 
>(R, — R) — (R2^R)...4. 

AusT 3 und 4 folgt, dass sich die Oerter fiir innere Berührung 
schneiden (Anmk. 1, 1) .... h. 

KM < R, + Rj 

• Rj -f- Rj ri“ R — R 

<(R,+-R) + (R, — R)...5. 

KM = R, — Rj + BD 
BD < AC (V.) 

AC = 2R (V.) 
mithin BD 2R 

daher , KM < R, — R, + 2R • 

<(R, +R)--(R,— R)...6. 

Aus 5 und 6 folgt, dass der geometrische Ort des Kreises K 
fiir äussere Berülu-ung und der Ort des Kreises M für innere ein- 
ander nicht begegnen (Anmk. 1, II) .... c. 

Ferner ist : KM = AC + CM — AK 

= AC-t-Rj— R, 

AC = 2R (V.) 

mithin KM = 2R -f- R j — R, 

= (R,-|-R) — (R,^R)...7. 

Aus 7 folgt, dass sich der geometrische Ort des Kreises K 
fiir innere Berührung und der Ort des Kreises M fiir äussere be- 
rühren (Anmk. 1, IV) . . . . d. 

V. R>iAC und <4CD. 

KM < R, -f- R, 

< R| -j- Rj 2R 

(Rj + E) + (R j -f- E) . . . 1. 
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KM > R, — R, 

^ Ri Rj -f- R — R 
^ (R| + R) ' — ' (Rj + R) • ■ ■ 2. 

Aus 1 und 2 folgt, dass nch die Oerter für äussere Berub- 
ruiig schneiden (Anmk. 1, 1) . . . ' • 

KM =Rj +Rj — CD ' 

CD>2R(V.), 

mithin R, + R, — CD < R, 4- Rj — ^ 2R, ‘ ' 

und daher KM < R, 4- R, — 2R " ' ' 

<(R,— B)+(R,—R) ...3. 

KM>R,— R, 

>R, — R,4-R~R 
>(R,_R)_(R^_R) ;..4. 

Aus 3 und 4 folgt, dass sich die Oerter (Ür innere Berührung 
schneiden (Anmk. 1, 1) .... h. 

KM < R, + R, 

<R, +R,4-R— R 

<(R, 4-R) + (Kj-_R) ...5. 

KM = R,— Hj+BD 
BD <AC (V.) 

^2R(V.), 

mithin KM < R, — Rj 4- 2R * 

C(K, 4- R) — (R, — R) . • • 6- 

Aus 5 und 6 folgt, dass der Ort des Kreises K für äussere 
und der Ort des Kreises M für innere Berührung einander nicht 
begegnen (Anmk. 1, II) . . . . c. 

KM <r R, 4- Ra 

<R, 4-Rj + R— R 

<(R,— R) + (R,+ R) ...7. 

KM = AC 4- CM — AK 
= AC 4- Rj — Bl 
AC<2R(V.), 

mithin AC + R, — R, < 2R 4 R, — R| , 
daher KM<2R + R,— R, 

<(R^ + R)— (R^ — R) ...8. 

Aus 7 und 8 folgt, dass der geometrische Ort des Kreises K 
für innere Berührung und der Ort des Kreises M fiir äussere ein- 
ander nicht begegnen (A^mk. 1, I) . , . . d. 
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VI. K = 4CD. 

KM <R, + R, 

Rj + Rj -H 2R 
>(R,+R)+(R, + R) ... 1. 

KM> R, — R^ 

>R,— Ri+R — R 
>(R, + R)— (Rj + R) . . . 2. 

Au* 1 und 2 folgt, dass sich die Oerter für äussere Berüh- 
rung schneiden (Anrnt. 1,1) . . . . a. 

MK = R, -1- R, — CD 
CD = 2R (V.), 

mithin KM = R, -i- R, — 2R 

= (R,— R) -h(R,_R) ...3. 

Aus 3 folgt, dass sich die Oerter für innere Berührung be- 
rühren (Anmk. 1, IV) . . . . b. 

KM < R, + Rj 

<R,+R2-I-R — R 
<(R,-HR)-1-(R,--R) ...4. 

KM = R, — R, -h BD 
BD < CD (V.) 

CD = 2R (V.), 

mithin KM < R, — R, -J- 2R 

<(R, +R)— (Rj — R) ...5. 

Aus 4 und 5 folgt, dass der geometrische Ort des Kreises K 
für äussere Berülftung und der Ort des Kreises M für innere ein- 
ander nicht begegnen (Anmk. 1,11) c. 

KM < R, + R^ 

< R| -f- R, -J- R • — R 

— R) + (Rj + R) ... 6. 

KM = AC-|-CM~AK 
= AC+R, — R, 

AC < CD (V.) 

CD = 2R (V.) 

folglich AC -F R , — R, > 2R -|- Rj — R, , 
mithin KM > 2R -1- Rj — R, 

>(Ri-l-R) — (R, — R) ...7. 

Aus 6 und 7 folgt, dass der geometrische Ort des Kreises K 
für innere Beriihrung und der Ort des Kreises M für äussere ein- 
ander nicht begegnen (Anmk, 1,U) ...,d. 
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VII. R 4CD und < (AB. 

KM < R, -h Rj 

Rj Rj -f- 2R 

^ (R| + B.) + (Rj + R) . . . 1 . 

KM > Rj— R, 

^ R| — Rj -f- R ■ — R 
>(R, + R) — (R,+R) ...2. 

Aus 1 und 2 folgt, dass die Üerter für äussere Berühning 
sich schneiden (Anmk. 1, I) .... a. 

KM = R, + R, — CD 
CD<2R(V.), . 

mithin R, +Rj — CD>-R, d-R^ — 2R, 
daher KM >■ R, + Rj — 2R, 

>(R, — R) + (R, — R) . . . 3. 

KM>R,— R, 

>R,— R, +R — R 
>(R,— R)— (R, — R) ...4. 

Aus 3 und 4 folgt, dass die Oerter für innere Berührung ein- 
ander nicht begegnen (Anmk. 1, III) . . . . b. 

KM < R, + R, 

<R, -t-R^-t-R — R 
<(R,-i-R)-HR,— R) ...6. 

KM =Rj— R,- hBD 
BD < CD (V.) 

<2R(V.), 

mithin R| — Rj-J-BD < R|— Rj + 2R, 
folgUch KM < R, -- R, -f- 2R 

<(R,-|-R)— (R,— R) ...6. 

Aus 5 und 6 folgt, dass der Ort des Kreises K für äussere 
Berührung und der Ort des Kreises M für innere einander nicht 
begegnen (Anmk. 1, II) . . . . c. 

KM < R, + R, 

<R, -f-Rj-t-R — R 
<(R,^R)-KR,-hR) ...7. 

KM = AC-f-CM — AK 
= AC -H R, — R, 

AC < CD (V.) . 

<2R(V.), 

folglich AC-f-Rj — R| <2R-f-Rj — R|i 
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daher KM < 2R + Rj — R,- . 

<(R, + R) — (R, -R) ... 8 . 

Aus 7 und 8 folgt, dass der Ort des Kreises K fiir Innere 
Berührung und der Ort des Kreises M für äussere einander nicht 
begegnen (Anmk. 1, II) . . . . d. 

Vm. R = ^AB. 

KM<R, +Rjj 
<R, +Rj + 2R 
<(R,+ R) + (R, +R) ...1. 

KM>R,— Rj 

>Rj— Rj+R^R 

>(R,+ R)— (R,+R) ... 2 . 

Ans 1 und 2 folgt, dass sich die geometrischen Oerter für 
äussere Berührung schneiden (Anmk. 1,1) . . . . a. 

KM = AB — R, — Rj 
AB = 2R (V.), 

mithin KM = 2R — R, — Rj 

= (R ~R,) -h (R — Rj) ... 3. 

Aus 3 folgt, dass sich die Oerter für innere Berührung be- 
rühren (Anmk. 1, IV) . . . . b. 

KM = R, — R^ -h BD 
BD< AB 
AB = 2R(V.), 

folglich R, — Rj-f-BD < Rj ^ — Rj + 2R, 
daher KM < Rj — Rj -J-2R 

<(E 4-R,>i-(R — R,) ...4. 

KM<R,-l-Rj 

^ R| "1* Rj -f- R • — • R 
<(R-HR,) — (R — R^) ...5. 

Aus 4 und 5 folgt, dass der geometrische Ort des Kreises K 
für äussere Berührung und der Ort des Kreises M für innere ein- 
ander nicht begegnen (Anmk. 1, II) c. 

KM = AG -H CM — AK 
“ AC -f- Rj — Rj 
AC < AB 
AB*2R(V.), 

folglich AO-hR,— R, <2R-l-R, — R, 
mithin KM < 2R -F R, — R^ 

<(R — R,)-i-(R-j-R,) ...6. 
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KM^Rj+Rj 

R I “H R 2 "f~ R * — R 
<(R +Rj)^(R— R,) ....7. 

Ans 6 und 7 folgt, dass der geometrische Ort des 'Kreises K 
für innere Berührung und der Ort des Kreises M ftlr äussere ein- 
ander nicht begegnen (Anmk. 1,11^ ....d. 

IX. R > JAB. 

KM < R, -4- Rj' 

R| -i- Rj "2R 

(Ri -4- R) -f- (K.i R) ... 1. 

KM> R, — R 2 

> R, ^ Rj -f- R — R 
XR-I-R,)— (R + R,)...2. 

Aus 1 und 2 folgt, dass sich die Oerter för äussere Berüh- 
rung schneiden (Anmk. 1, 1) .... a. 

KM = AB— H, — Hj 
AB<2R(V.) 

folglich 'KM<2B — K,—R 2 - 

<(R— R,)-|-(R— R2)...3. • ' ■ 

KM>K, ~Rj 

> R, — R, -+- R — H 

>(R — R2‘) — (R— R,)...4. 

Aus 3 und 4 folgt, dass sich die Oerter ftlr innere Berührung 
schneiden (Anmk. 1, 1) .... b. ‘ ■ '' ■ 

KM = R, — R, -H BD • > 

BD < AB 

< 2R (V.), mithin 
R, - Rj -FBD < R, — B 2 4- 2R 

daher KM <! R| — R j -4 2R 

<(R-t-R,)-f-(K— Rj)...5. 

‘ KM <R, -4-R, 

^ R, -1^ R 2 R ■ — R 

< (K -1- H|) (R*— K 2 ) ... 6. 

Aus 5 und 6 folgt, dass 'der geometrische Ort des Kreises K 
für äussere Berührung und der Ort des Kreises M für innere ein- 
ander nicht begegnen (Anmk. 1,11) c. ' ' 

KM = AO-1-OM---AK , i';- 

= AC-^R, — R, <• 

AC<AB . 


Digitized by Googl 



Aufgaben. 


193 


< 2R (V.) 

folglich AC-f-R,— K, < 2R + Rj — R, 
mithin KM ■< 2R + Rj ■ — R, 

<(R— R,) + (R + R,)... 7. 

KM<R, +Rj 

< R, + r!^ 4- U — U 

<(R + Rj — (R — R,)... 8. 

Aus 7 und 8 folgt, dass der Ort des Kreises K für innere 
Berührung und der Ort des Kreises M für äussere einander nicht 
begegnen (Anmk. 1, II) . . . . d. 

Aus A, I — IX ergibt sich nun Folgendes: 

Wenn die gegebenen Kreise sich schneiden, und das innere 
Segment grösser ist, als jedes der beiden äussern, diese letzteren 
aber ebenfalls ungleich sind, so lassen sich 

1) acht der in der Aufgabe verlangten Kreise beschreiben, und 
zwar zwei für gleichartige Berührung von aussen (I, a), zwei 
filr gleichartige Berührung von innen (I, b) und vier für im- 
gleichartige Berührung (I , c , d) , wenn der vorgeschriebene 
Radius kleiner als die Hälfte des kleineren äussern Segmen- 
tes ist •, 

2) sieben Kreise, zwei für äussere (II, a), zwei für innere (II, b), 
drei für ungleichartige Berülirung (II, c, d) , wenn der v-or- 
geschriebene Radius gleich der Hälfte jenes Segmentes ist; 

3) sechs Kreise, zwei für äussere (III, a), zwei für innere (HI, b), 
zwei für ungleichartige Berührung (HI, d), wenn der vorge- 
schriebene Radius grösser, als die Hälfte des kleineren, aber 
kleiner, als die Hälfte des grösseren äussern Segmentes ist; 

4) fünf Kreise, zwei für äussere (IV, a), zwei fiir innere (FV, b), 
einer für ungleichartige Berührung (IV, d), wenn der vorge- 
schriebene Radius gleich der Hälfte des grossem äussern Seg- 
mentes ist; 

5) vier Kreise, zwei für äussere (V, a), zwei für innere Berüh- 
rung (V, b), wenn der vorgeschriebene Radius grösser als die 
Hälfte des grössera äussern Segmentes, aber kleiner als die 
Hälfte des iunera ist; 

6) drei Kreise, zwei für äussere (VI, a), einer für innere Be- 
rührung (VI, b), wenn der vorgeschriebene Radius gleich der 
Hälfte des innem Segmentes ist; 

de Niem, Beweise und AullösuDg^eo. II. 13 
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7) zwei Krebe für äussere Berührung (VII, a), wenn der vorge- 
schriebene Radius grösser als die Hälfte des Innern Segmen- 
tes, aber kleiner als die Hälfte der grössten Entfernung ist; 

8) drei Kreise, zwei für äussere (VIII, a), einer für innere Be- 
rührung (VIII, b), wenn der vorgeschriebene Radius gleich 
der Hälfte der grössten Entfernung ist; 

9) vier Kreise, zwei für äussere (IX, a), zwei für innere Berüh- 
rung (IX, b), wenn der vorgeschriebene Radius grösser als 
die Hälfte der grössten Entfernung ist. 

Aus Beweisen, welche den unter A geführten analog sind, 
ergibt sich ferner, dass, wenn das innere Segment kleiner ist, als 
das eine der beiden äussern, und grösser, als das andere, wenn also 
B. AC<CD<BD, 

1) acht Kreise sich beschreiben lassen, und zwar zwei flir äus- 
sere, zwei für innere, vier für ungleichartige Berührung, wenn 
der vorgeschriebene Radius kleiner ist, als die Hälfte des klei- 
nern äuBsem S^mentes; 

2) sieben Kreise, zwei für äussere, zwei für innere, drei fttr un- 
gleichartige Berührung, wenn der vorgeschriebene Radius gleich 
der Hälfte des genannten Segmentes; 

3) sechs Kreise, zwei für äussere, zwei für innere, zwei für un- 
gleichartige Berührung, wenn der vorgeschriebene Radius grös- 
ser als die Hälfte jenes Segmentes ist, aber kleiner als die 
Hälfte des innem; 

4) fünf Kreise, zwei für äussere, einer für innere, zwei für un- 
gleichartige Berührung, wenn der vorgeschriebene Radius gleich 
der Hälfte des Innern Segmentes; 

5) vier Kreise, zwei für äussere , zwei für ungleicliartige Berüh- 
rung, wenn der vocgeschriebene Radius grösser als die Hälfte 
des innem, aber kleiner als die Hälfte des grössem äussern 
Segmentes ; 

6) drei Kreise, zwei für äussere, einer fiir ungleichartige Berüh- 
rung, wenn der vorgeschriebene Radius gleich der Hälfte des 
grössern äussern Segmentes; 

7 ) zwei Kreise für äussere Berührung, weim der vorgeschriebene 
Radius grösser als die Hälfte des grössem äussern Segmen- 
tes, aber kleiner als die Hälfte der grössten Entfernung ; 

8) drei Kreise, zwei für äussere, einer für innere Berührung, wenn 

> der vorgeschriebene Raditm der Hälfte der grössten Entfernung ; 
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9) vier Kreise, zwei für änssere, zwei für innere Berühmng, wenn 
der vorgeschriebene Radius grösser als die Hälfte der grössten 
Entfernung ist. 

Wenn ferner eines der beiden äussern Segmente kleiner ist, 
als das andere, dies letztere jedoch gleich dem innern, also 

C. CD = AC > BU, 

so lassen sich 

1) acht Kreise beschreiben, zwei für äussere, zwei für innere, 
vier für ungleichartige Berührung, wenn der vorgescbriebene 
Radius kleiner ist als die Hälfte des kleinern äussern Seg- 
mentes; 

2) sieben Kreise, zwei für äussere, zwei ftir innere, drei für un- 
gleichartige Berührung, wenn der vorgeschriebene Radius 

gleich der Hälfte des genannten Segmentes; 

3) sechs Kreise, zwei ftir äussere, zwei ftlr innere, zwei für un- 
gleichartige Berührung, wenn der vorgeschriebene Radius 

grösser als die Hälfte des kleinem äussern, aber kleiner als 
die Hälfte des grossem äussern, oder, was dasselbe, kleiner 
als die Hälfte des innem Segmentes ist; 

4) vier Kreise, zwei ftir äussere, einer für innere , einer für un- 
gleichartige Berührung , wenn der vorgeschriebene Radius 

gleich der Hälfte des grössern äussern , oder des innern Seg- 
mentes; 

5) zwei Kreise für äussere Berührung, wenn der vorgeschriebene 
Radius grösser als die Hälfte eines der zuletzt genannten Seg- 
mente, aber kleiner als die Hälfte der grössten Entfernung; 

6) drei Kreise, zwei ftir äussere, einer ftir innere Berührung, 
wenn der vorgeschriebene Radius gleich der Hälfte der gröss- 
ten Entfernung; 

7) vier Kreise, zwei ftir äussere, zwei ftir innere Berühmng, 
wenn de^ vorgeschriebene Radius grösser als die Hälfte der 
grössten Entfernung ist. 

Wenn ferner die beiden äussern Segmente einander gleich 
und einzeln kleiner sind, als das innere, also 

D. CD > AC =: BD, 

so lassen sich 

1) acht Kreise beschreiben, zwei ftir änssere, zwei ftir innere, 
vier für ungleichartige Berühmng, wenn der vorgeschriebene 
Radius kleiner ist, als die Hälfte eines der äuasern Segmente ; 

13* 
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2) sechs Kreise, zwei für äussere, zwei für innere, zwei filr un- 
gleichartige Berührung , wenn der vorgeschriebene Kadius 
gleich ist der Hälfte eines der äussern Segmente; 

3) vier Kreise , zwei für äussere , zwei fiir innere Berüh- 
rung, wenn der vorgescliriebene Radius grösser als die Hälfte 
eines der äussem Segmente, aber kleiner als die Hälfte des 
innem ; 

4) drei Kreise, zwei für äussere, einer für innere Berührung, 
wenn der vorgeschriebene Radius gleich der Hälfte des innem 
Segmentes; 

b) zwei Kreise für äussere Bertihmng, wenn der vorgeschriebene 
Radius grösser als die Hälfte des innen) Segmentes, aber klei- 
ner als die Hälfte der grössten Entfernung; 

6) drei Kreise, zwei für äussere, einer für innere Berührung, 
wenn der vorgeschriebene Radius gleich der Hälfte der gröss- 
ten Entfernung ; 

7 ) vier Kreise , zwei für äussere , zwei fiir innere Berührung, 
wenn der vorgeschriebene Radius grösser als die Hälfte der 
grössten Entfernung ist. 

Wenn ferner das innere Segment kleiner ist, als eines der 
beiden äussern, und dieses kleiner als das andere, also 


so lassen sich 


E. CD < AC < BD, 


1) acht Kreise beschreiben, zwei für äussere, zwei für innere, 
vier fiir ungleichartige Berührung, wenn der voigeschriebene 
Radius kleiner ist, als die Hälfte des Innern Segmentes; 

2) sieben Kreise, zwei für äussere, einer fiir innere, vier fiir un- 
gleichartige Berührung , wenn der vorgeschriebene Radius 
gleich der Hälfte des innem Segmentes; 

3) sechs Kreise, zwei für äussere, vier für ungleichartige Berüh- 

• rung, wenn der vorgeschriebene Radius grösser als die Hälfte 

des innem Segmentes, aber kleiner als die Hälfte des klei- 
nern äussem; 

4) fünf Kreise, zwei fiir äussere , drei für ungleichartige Berüh- 
rang, wenn der vorgeschriebene Kadius gleich der Hälfte des 
kleinem äussern Segmentes; 

5) vier Kreise, zwei für äussere, zwei für ungleichartige Berüh- 
rung, wenn der vorgeschriebene Kadius grösser als die Hälfte 
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des kleinern äussern, aber kleiner als die Hälfte des grösse- 
ren äussem Segmentes; 

6) drei Kreise, zwei für äussere, einer ftir ungleichartige Berüh- 
rung, wenn der vorgeschriebene Radius gleich der Hälfte des 
grossem äussem Segmentes; 

7) zwei Kreise ftir äussere Berührung, wenn der vorgeschriebene 
Radius grösser als die Hälfte des grossem äussern Segmentes, 
aber kleiner als die Hälfte der grössten Entfernung; 

8) drei Kreise, zwei für äussere, einer ftir innere Berührung, 
wenn der vorgeschriebene Radius gleich der Hälfte der gröss- 
ten Entfernung; 

9) vier Kreise , zwei für äussere , zwei ftir innere Berührung, 

• wenn der vorgeschriebene Radius grösser als die Hälfte der 

grössten Entfernung ist. 

Wenn ferner die beiden äussern Segmente einander gleich 
und einzeln grösser als das innere sind, also 

F. CD < AC = BD, so lassen sich 

1 ) acht Kreise beschreiben , zwei ftir äussere , zwei ftir innere, 
vier ftir ungleichartige Berührung, wenn der vorgeschriebene 
Radius kleiner als die Hälfte des innem Segmentes; 

2 ) sieben Kreise, zwei für äussere, einer für innere, vier für un- 
gleichartige Berührung , wenn der vorgeschriebene Radius 
gleich der Hälfte des genannten Segmentes; 

3) sechs Kreise, zwei für äussere, vier ftir ungleichartige Berüh- 
rung, wenn der vorgeschriebene Radius grösser als die Hälfte 
des innem, aber kleiner als die Hälfte des einen oder des 
andern äussern Segmentes; 

4 ) vier Kreise, zwei ftir äussere, zwei für ungleichartige Berüh- 
rung, wenn der vorgeschriebene Radius gleich der Hälfte des 
einen oder andern äussem Segmentes; 

5 ) zwei Kreise ftir äussere Berührung, wenn der vorgeschriebene 
Radius grösser als die Hälfte des einen oder andern äussern 
Segmentes, aber kleiner als die Hälfte der grössten Entfernung ; 

6 ) drei Kreise , zwei tiir äussere , einer ftir innere Berührung, 
wenn der vorgeschriebene Radius gleich der Hälfte der gröss- 
ten Entfernung; 

7 ) vier Kreise, zwei für äussere, zwei ftir innere Berührang, 
wenn der vorgeschriebenc Radius grösser als die Hälfte der 
grössten Entfernung ist. 
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Wenn ferner eines der beiden äussern Segmente grösser ist, 
als das andere, dies letztere aber gleich dem innern, also 

G. CD = AC < BD, 

so lassen sich 

1) acht Kreise beschreiben, zwei ftir äussere, zwei für innere, 
vier für ungleichartige Berührung, wenn der vorgeschriebene 
Radius kleiner als die H.älfte des innem oder des kleinern 
äussern Segmentes-, 

2) sechs Kreise, zwei für äussere, einer für innere, drei für un- 
gleichartige Berührung, wenn der vorgeschriebene Radius gleich 
der Hälfte des innern oder des kleinern äussern Segmentes; 

3) vier Kreise, zwei für äussere, zvtei für ungleichartige Berüh- 
rung, wehn der vorgeschriebene Radius grösser als die Hälfte 
eines jener Segmente, aber kleiner als die Hälfte des grössern 
äussern Segmentes ; 

4) drei Kreise, zwei für äussere, einer für ungleichartige Berüh- 
rung, wenn der vorgeschriebene Radius gleich der Hälfte des 
grösseren äusseren Segmentes; 

5) zwei Kreise für äussere Berührung, wenn der vorgeschriebene 
Radius grösser als die Hälfte des grössern äussern Segmentes, 
aber kleiner als die Hälfte der grössten Entfernung; 

6) drei Kreise, zwei ftir äussere, einer für innere Berührung, 
wenn der vorgeschriebene Radius gleich der Hälfte der gröss- 
ten Entfernung; 

7) vier Kreise, zwei für äussere, zwei für innere Berührung, 
wenn der vorgeschriebene Radius grösser als die Hälfte der 
grössten Entfernung ist. 

Wenn endlich die drei Segmente einander gleich sind, also 

H. CD = AC = BD, 

so lassen sich 

1) acht Kreise beschreiben, zwei für äussere, zwei für innere, 
vier für ungleichartige Berührung, wenn der vorgeschriebene 
Radius kleiner als die Hälfte eines der Segmente; 

2) fünf Kreise, zwei für äussere, einer für innere, zwei für un- 
gleichartige Berührung, wenn der vorgeschriebene Radius gleich 
der Hälfte eines Segmentes; 

3) zwei Kreise für äussere Berülirung, wenn der vorgeschriebene 
Radius grösser als die Hälfte eines Segmentes, aber kleiner 
als die Hälfte der grössten Entfernung; 
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4) drei Kreise, zwei für äussere, einer für innere Berührung, 
wenn der vorgeschriebene Radius gleich der Hälfte der gröss- 
ten Entfernung; 

5) vier Kreise , zw'ei für äussere , zwei ftir innere Berührung, 
wenn der vorgeschriebene Radius grösser als die Hälfle der 
grössten Entfernung ist. 

Zweiter Hauptfall, 

wenn die gegebenen Kreise K und M (Fig. 47G.) ganz ausserein- 

ander liegen. 

In diesem Falle ist das innere Segment CD offenbar stets 
kleiner als jedes der beiden äusseren. Durch ähnliche Beweise, wie 
die im ersten Hauptfalle unter A geführten, zeigt man, dass, wenn 
A. AC > BD, 

1 ) acht Kreise sich beschreiben lassen, und zwar zwei für äussere, 
zwei für innere, vier für ungleichartige Berührung, wenn der 
vorgeschriebene Radius grösser als die Hälfte der grössten 
Entfernung ist; 

2j sieben Kreise, zwei für äussere, einer für innere, vier für un- 
gleichartige Berührung, wenn der vorgeschriebene Radius * 
gleich der HäKte der grössten Entfernung ist ; 

.- ö) sechs Kreise, zwei für äussere, vier für ungleichartige Berüh- 
rung, wenn der vorgeschriebene Radius kleiner als die Hälfte 
der grössten Entfernung, aber grösser als die Hälfte des 
grossem äussern Segmentes; 

4 ) fünf Kreise , zwei für^äussere , drei für ungleichartige Berüh- 
rung, wenn der vorgeschriebene Radius gleich der Hälfte des 
grossem äussern Segmentes; 

5) vier Kreise, zwei für äussere, zwei ftir ungleichartige Berüh- 
rung, wenn der vorgeschriebene Radius kleiner als die Hälfte 
des grossem, aber grösser 'als die Hälfte des kleinern Seg- 
mentes ; 

6j drei Kreise, zwei für äussere, einer für ungleichartige Berüh- 
rung, wenn der vorgeschriebene Radius gleich der Hälfte des 
kleinem äussern Segmentes; 

7) zwei Kreise für äussere Berührung, wenn der vorgeschriebene 
Radius kleiner als die Hälfte des kleinem äussern Segmentes, 
aber grösser als die Hälfte des innern; 

8 ) ein Kreis für äussere Berührung , wenn der vorgeschriebene 
Radius gleich der Hälfte des Innern Segmentes ist. 
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9) Die Aufgabe ist nicht zu lösen, wenn der vorgeshri ebene Ra- 
dius kleiner als die Hälfte des innern Segmentes ist. 

Wenn ferner 

B. AC = BD, 

so lassen sich 

1) acht Kreise beschreiben , zwei für äussere , zwei für innere, 
vier fiir ungleichartige Berührung, wenn der vorgeschriebene 
Radius grösser als die Hälfte der grössten Entfernung; 

2) sieben Kreise, zwei für äussere, einer für innere, vier für un- 
gleichartige Berührung , wenn der vorgeschriebene Radius 
gleich der Hälfte der grössten Entfernung; 

3) sechs Kreise, zwei für äussere, vier für ungleichartige Berüh- 
rung, w’enn der vorgeschriebene Radius kleiner als die Hälfte 
der grössten Entfernung, aber grösser als die Hälfte des äus- 
sem Segmentes; 

4) vier Kreise, zwei für äussere, zwei ftir ungleichartige Berüh- 
rung, wenn der vorgeschriebene Radius gleich der Hälfte des 
äussern Segmentes; 

5) zwei Kreise ftir äussere Berührung, wenn der vorgeschriebene 
Radius kleiner als die Hälfte des äussern , aber grösser als 
die Hälfte des innern Segmentes; . 

6) ein Kreis für äussere Beriihrung, wenn der vorgeschriebene 
Radius gleich der Hälfte des innern Segmentes ist. 

7) Die Aufgabe kann nicht gelöst werden, wenn der vorgeschrie. 
bene Radius kleiner als die Hälfte des innern Segmentes ist. 

Dritter Hauptfall, 

wenn die gegebenen Kreise K und M (Fig. 477.) einander berühren. 

In diesem Falle wird das innere Segment gleich Null und 
die beiden äussern Segmente werden beziehungsweise gleich den 
Durchmessern, und man zeigt durch ähnliche Beweise, wie die im 
ersten Hauptfalle unter A geführten, dass, wenn 
A. AC > BC, 

1) sechs Kreise sich beschreiben lassen , und zwar zwei für äussere, 
zwei für innere, zwei für ungleichartige Berührung, wenn der 
vorgeschriebene Radius grösser als die Hälfte der grössten 
Entfernung ; 

2) fünf Kreise, zwei für äussere, einer für innere, zwei für un- 
gleichartige Berührung , wenn der vorgeschriebene Radius 
gleich der Hälfte der grössten Entfernung; 
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3) vier Kreise, zwei fiir äussere, zwei fHr ungleichartige Berüh- 
ning, wenn der vorgeschriebene Kadius kleiner als die Hälfte 
der grössten Entfernung, aber grösser als die Hälfte des gros- 
sem äussern Segmentes; 

4) drei Kreise, zwei für äussere, einer tiir ungleichartige Berüh- 
rung, wenn der vorgeschriebene Riulius gleich der Hälfte des 
grössem äussern Segmentes; 

5) vier Kreise, zwei für äussere, zwei für ungleichartige Berüh- 
rung, wenn der vorgeschriebene Radius kleiner als die Hälfte 
des grpssern äussern, aber grösser als die Hälfte des kleinern 
äussern Segmentes; 

6) drei Kreise, zwei ftir äussere, einer für ungleichartige Berüh- 
rung, wenn der vorgeschriebene Radius gleich der Hälfte des 
kleinern äussern Segmentes; 

7) vier Kreise, zwei für äussere, zwei für ungleichartige Berüh- 
rung, wenn der vorgeschriebene Radius kleiner als die Hälfte 
des kleinern äussern Segmentes ist. 

Wenn ferner B. AC = BC, 

so lassen sich 

1) sechs Kreise beschreiben, zwei für äussere, zwei für innere, 
zwei für ungleichartige Berührung, wenn der vorgeschriebene 
Radius grösser als die Hälfte der grössten Entfernung; 

2 ) fünf Kreise, zwei für äussere, einer für innere, zwei für un- 
gleichartige Berührung, wenn der vorgeschriebene Radius 
gleich der Hälfte der grössten Entfernung; 

3) vier Kreise , zwei fiir äussere , zwei fiir ungleichartige Berüh- 
rung, wenn der vorgeschriebene Radius kleiner als die Hälfte 
der grössten Entfernung, aber grösser als die Hälfte eines 
Segmentes ; 

4) zwei Kreise für äussere Berührung, wenn der vorgeschriebene 
Radius gleich der Hälfte eines Segmentes; 

5) vier Kreise, zwei für äussere, zwei für ungleichartige Berüh- 
rung, wenn der vorgeschriebene Radius kleiner als die Hälfte 
eines Segmentes ist. 

Vierter Hauptfall, 

wenn einer, M (Fig. 478.), der gegebenen Kreise ganz innerhalb 
des andern K liegt. 

Da der Punkt D ausserhalb des Kreises M liegt, wenn Kreis 
K > Kreis M, und der Punkt C ausserhalb des Kreises K, wenn 
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Kreis M >■ Kreis K , so kann hier von einer grössten Entfernnng 
und deren Segmenten in dem Sinne, wie diese Ausdrücke im Vor- 
hergehenden gebraucht wurden , nicht die Rede sein ; wir wollen 
aber, der Kürze halber, die Stücke AC, BD vom Durchmesser AD 
des grössten Kreises K, welche zwischen einem seiner Endpunkte 
und dem diesem zunächst liegenden Durchschnittspunkte mit der 
Peripherie des innern Kreises enthalten sind: „die äusseren Segmente“, 
Stücke hingegen zwischen einem Endpunkte imd dem entferntem 
l>urchsclinittspunkte, also AB, CD: „die inneren Segmente“ nennen. 

Durch ähnliche Beweise, wie die im ersten Hauptfalle unter 
A geführten, zeigt man, dass, wenn 

A. BD < CD < AC < AB, 

1) die Aufgabe nicht gelöst werden kann, wenn der vorgeschrie- 
bene Radius grösser ist als die Hälfte des grossem innem 
Segmentes ; 

2j ein Kreis tiir innere Berührung beschrieben werden kann, 
wenn der vorgeschriebene Radius gleich der Hälfte des grös- 
sern innern Segmentes; 

3) zwei Kreise für innere Berührung möglich sind, wenn der 
vorgeschriebene Radius kleiner als die Hälfte des grössern 
innern, aber grösser als die Hälfte des grossem äussem Segmentes ; 

4) drei Kreise, zwei für innere, einer für ungleichartige Berüh- 
rung, wenn der vorgeschriebene Radius gleich der Hälfte des 
grössern äussern Segmentes; 

5) vier Kreise, zwei für innere, zwei für ungleichartige Berüh- 
rung, wenn der vorgeschriebene Radius kleiner als die Hälfte 
des grössern äussem, aber grösser als die Hälfte des kleinern 
innem Segmentes; 

ß) drei Kreise, einer für innere, zwei für ungleichartige Berüh- 
rung, wenn der vorgeschriebene Radius gleich der Hälfte des 
kleinern innern Segmentes; 

7) zwei Kreise für ungleichartige Berfihrung, wenn der vor- 
geschriebene Radius kleiner als die Hälfte des kleinem innem, 
aber grösser als die Hälfte des kleinem äussem Segmentes; 

8) ein Kreis für ungleichartige Bernlmung, wenn der vorgeschrie- 
bene Radius gleich der Hälfte des kleinem äussern Segmentes; 

9j <lie Aufgabe nicht gelöst werden kann, wenn der vorgeschrie- 
bene Radius kleiner als die Hälfte des kleinem äussem Seg- 
mentes ist. 
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Wenn ferner 

B. BD < CD = AC <r AB, 

so fällt der Punkt C mit dem Mittelpunkte K zusammen ; in diesem 

Palle ist 

1) die Aufgabe nicht zu lösen, wenn der vorgeschriebene Radius 
grösser als die lliilfto des grössere innern Segmentes; es 
lassen sich 

2) ein Kreis für innere Berühning beschreiben, wenn der vor- 
geschriebeue Radius gleich der Iliilfte des grössern innern 
Segmentes ; 

3) zwei Kreise ftir innere Berührung , wenn der vorgeschriebene 
Radius kleiner als die Hälfte des grössern, aber grösser als 
die Hälfte des kleinern innern Segmentes; 

4) zwei Kreise, einer für innere, einer für ungleichartige Berüh- 
rung, wenn der vorgeschriebene Radius gleich der Hälfte des 
kleinern innern Segmentes; 

5) zwei Kreise für ungleichartige Berührung, wenn der vor- 
geschriebene Radius kleiner als die Iliilfte des kleinern innern 
oder des grössern äussem, aber grösser als die Hälfte des 
kleinern äussern Segmentes; 

6 ) ein Kreis für ungleichartige Berührung, wenn der vorgeschrie- 
bene Radius gleich der Hälfte des kleinern äussern Segmentes; 
es ist 

7) die Aufgabe nicht zu lösen, wenn der vorgeschriebene Radius 
kleiner als die Hälfte des kleinern äussem Segmentes ist. 
Wenn ferner 

C. BD<AC<CD<AB, 

so ist 

1) die Aufgabe nicht zu lösen, wenn der vorgeschriebene Radius 
grösser als die Hälfte des grossem innern Segmentes ; es lassen 
sich beschreiben 

2) ein Kreis für innere Berührung, wenn der vorgeschriebene 
Radius gleich der Hälfte des grössern innern Segmentes; 

3) zwei Kreise für innere Berührung, wenn der vorgeschriebene 
Radius kleiner als die Hälfte des grössern innern, aber grös- 
ser als die Hälfte des' kleinern innern Segmentes; 

4) ein Kreis für innere Berührung, wenn der vorgeschriebene 
Radius gleich der Hälfte des kleinem innern Segmentes; 
es kann 
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5) die Aufgabe nicht gelöst werden, wenn der vorgeschriebene 
Kadius kleiner als die Hälfte des kleinem innern, aber grösser 
als die Hälfte des grössern äussern Segmentes; es lassen sich 

6) ein Kreis für ungleichartige Berührung beschreiben, wenn der 
vorgeschriebeue Radius gleich der Hälfte des grössern äussern 
Segmentes ; 

7) zwei Kreise für ungleichartige Berührung, wenn der vor- 
geschriebene Radius kleiner als die Hälfte des grossem äus- 
sern, aber grösser als die Hälfte des kleinern äussern Segmentes; 

8) ein Kreis für ungleichartige Berührung, wenn der vorgeschrie- 
bene Kadius gleich der Hälfte des kleinern äussern Segmentes; 
es kann 

9) die Aufgabe nicht gelöst werden , wenn der vorgeschriebene 
Radius kleiner als die Hälfte des kleinern äussern Segmentes ist. 
Wenn ferner 

D. AC = BD < CD = AB, 

BO sind die gegebenen Kreise concentrisch, und es ist 

1) die Aufgabe nicht zu lösen, wenn der vorgeschriebene Radius 
grösser als die Hälfte eines der innern Segmente; es lassen sich 

2) unendlich viele Kreise fiir innere Berührung beschreiben, wenn 
der vorgeschriebene Radius gleich der Hälfte eines innern 
Segmentes; denn alsdann fallen ^die beiden geometrischen 
Oerter ftir innere Berührung zusammen, haben also unendlich 
viele Punkte gemeinschaftlich; es ist 

3) die Aufgabe nicht zu lösen, wenn der vorgeschriebene Radius 
kleiner als die Hälfte eines der innern , aber grösser als die 
Hälfte eines der äiissern Segmente; es lässt sich 

4) ein Kreis fiir ungleichartige Berührung beschreiben, wenn der 
vorgeschriebene Radius gleich der Hälfte eines der äussern 
Segmente; endlich ist 

5) die Aufgabe nicht zu lösen, wenn der vorgeschriebene Radius 
kleiner als die Hälfte eines der äussern Segmente ist. 

639. Den geometrischen Ort fiir die Mittelpunkte aller der- 
jenigen Kreise zu bestimmen , deren Halbmesser von vor- 
gescbriebener Grösse und deren Peripherie eine vorgeschriebene 
Entfernung von einem gegebenen Punkte haben. 

Auflösung. Man be.schreibe aus dem gegebenen Punkte A 
(Fig. 479.), als Mittelpunte, sowohl mit der Summe, AC, als auch 
mit dem Unterschiede, AD, der vorgeschriebenen Entfernung AB 
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und de« vorgeschriebenen Halbmessers , BC = BD , als Radien zwei 
Kreise, so sind die Peripberieen derselben zwei geometriscbe Oerter 
fiir die Mittelpunkte der verlangten Kreise. 

Beweis. Beschreibt man aus C und D als Mittelpunkten 
mit dem vorgescbriebenen Radius Kreise, so geben beide durch den 
Punkt B (Constr.), ihre Peripberieen haben also vom gegebenen 
Punkte A die vorgeschriebene Entfernung AB; ein Gleiches gilt für 
jeden andern Punkt der Peripberieen der mit AC und AH aus A 
beschriebenen Kreise; mithin sind dieselben die verlangten geome- 
trischen Oerter. 

Anmerkung 1. Ks ist gleichgtiitig, oh «ier vurgeschriebeiie Ihidius grosser 
oder kleiner »Is die vorgeschriebene Kntrcrnuiig; ist diese aber gleich Jenem, 
so wild der Unterschied gleich .Null, «ler gcumelrischc 0n oder die Peripherie 
des aus dem gcgeheiien Punkte mit dem Unterschiede beschriebenen Kreises 
wird demnach mir ein Punkt, der gegebene nnm'ich; es lasst sich also aus 
ihm, als Mittelpunkt, auch nur ein Kreis beschreiben, dessen Halbn es.ser die 
\orgcscbriebene Grhsse und dessen Peripherie die vorgeschriebene Entfernung 
toin gegebenen Punkte bat. Ist daher der vorgescbriebiMie Hadius gb-icb der 
vorgescbriebenen Eiilb rnnng, so gibt es nur einen, in allen übrigen Fallen aber 
zwei der in der Aufgabe verlangten geomelrisrhen Oerter, 

Anmerkung 2. Man sieht leicht, dass, wenn der vurgeschrlebetie Radius grosser 
als die vorgeschriebene Entfernung ist, diese letztere gleich ist der kleinsten 
Entfernung (A. 636, Anmk. 1 ) des gegebenen Punktes von den Peripberieen der 
Kreise, deren Mittelpunkte durch denjenigen geometrischen Ort bestimmt werden, 
dessen Radius gleich ist dem Unterschiede der vorgescbriebenen Entfernung und 
dest vorgeschriebenen Halbmessers; und dass, wenn der vorgesdiriebene Radius 
kleiner ist als die \orgeschriebem* Entfernung, diese gleich der grössten Ent- 
fernung (A. 636, Anmk. 1) des gegebenen Punktes von den Peripberieen der so 
eben näher bezeichiieten Kreise ist. 

Dagegen ist die vorgescbrielHMie Entfernung stets gleich der kleiusten Ent- 
fernung (A. 636, Anmk. l) des gegebenen Punktes \on den Peripberieen der- 
jenigen Kreise, deren Mittelpunkte durch den zweiten geometrischen Ort, den 
nämlich, dessen Halbmesser gleich ist der Siinime der vorgeschriebeoeii Ent- 
fernung und des vorgescbriebenen Radius, bestimmt werden, gleichviel, ob der 
vorgesebriebene Radius grosser oder kleiner als ilie vorgeschriebene Entfermiiig 
mler gleich derselben ist. 

640. Einen Kreis zu beschreiben , dessen Halbmesser von vor- 
geschriebener Ijiinge, und dessen Umkreis von zwei gegebenen 
Punkten vorgeschriebene Entfernungen hat. 

Auflösung. Man bestimme die geometrischen Oerter aller 
derjenigen Kreise, deren Halbmesser die vorgeschriebene Länge, 
und deren Peripberieen von dem einen und von dem andern gege- 
benen Punkte die vorgeschriebene Entfernung haben (A. 639) , so 
• 
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sind die Durchsclinitts- oder Beriilirungspunkte jener Oertcr (wenn 
ein Schneiden oder Berühren überhaupt stattfindet) die Mittelpunkte 
von Kreisen, welche den Bedinfrungen der Aufgabe entsprechen. 

Beweis folgt unmittelbar aus der Construction in Verbindung 
mit A. 639. 

A nni « r k II II g 1. K.< ist «iiileiiilitPiiil . ilass so viele iler in ilcr Aiifjiahe ver- 

Imigteii Kreise liesdii'ielieii wmleii können, als es Inirchschnills - und Kerlili- 
riiiigs|iiinkle der vier geoiiielrisdieii (lerier gitil, von denen Je zwei zu einem 
der gegebenen l’nnkle geliuren, ila.ss also, Je nach der l.age dieser lelzicreii zu 
eiitandei lind der iirösse der vnrgeseliridienen Kntrernnngen iiiiil des ,urge- 
sdirielieneii Halhinessers iiiii eiiieiii Ins zu adil Kreisen möglidi sind, welche 
den Kedingiingen der Aiilgabe entspreehen ; dass diise Jedoch nichl zu lösen 
ist, wenn die geonielrischen Oerler ganz anssercinander liegen. 

Anmerkung 2. Diese Atitgahe kann als eine Veiallgenieineriiiig der vorlier- 
gehenden aiigeselicii werden. 

C41. Die beiden geometrischen Oerter für die Mittelpunkte aller 
der Kreise zu finden, die, bei gegebener Griisse des Halb- 
messers, eine der Lage nach gegebene Gerade so schneiden, 
dass das Stück, welches Sehne ist, eine vorgeschriebene Länge hat. 

A linier kling 1. Anslall des iiinsliindlichercn Ausdrucks: „ein Kreis schneidet 
eine der Lage nach gegeheiic tterade so , dass das innerhalh desselben gelegene 
Sliick der lelzteren eine vorgeschriehene Lange hat ,“ wollen wir der noüiigeii 
Kürze halber kiiiinig hlos sagen: „ein Kreis schneidet eine gegebene Gerade 
für eine gegebene Lange“, und einer ähnlichen Abkürzung nullen wir uns 
heim Schneiden zweier Kreise bedienen. 

Auflösung. Mau schneide auf der ^gegebenen Geraden AB 
(Fig. 480.) an einer beliebigen Stelle derselben das Stück CD = 
der gegebenen Länge ab, beschreibe aus den Endpunkten C und D 
dieses titückes, als Alitteljmnkten, mit dem vorgeschriebenen Radius 
zwei Kreise und ziehe durch deren Durchschnittspunkte E und F 
mit AB die Parallelen GH und KJ, so sind diese die verlangten 
geometrischen Oerter. 

Beweis. Man ziehe CE und DE "und aus einem beliebigen 
l'unkte L der Geraden GH nach der Geraden AB: 

LM II CE und LN |( DE, 

80 ist CE = DE (Constr.). 

Ein aus E als Mittelpunkt mit OE als Radius beschriebener Kreis 
muss also durch die Punkte 0 und D gehen; dieser Kreis hat dem- 
nach den vorgeschriebeneii Halhraesser und das vorgeschriebene 
ötück CD der gegebenen Geraden AB als Sehne (Constr.). 
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so sind 
folglich 


mithin 

daher 


(Constr.) , 


(2G, Z 


Da ferner GH || AB 

LM II CE V 
LN II DE I 

CELM lind DELN Parallelogramme, 

CE = L.M 
DE = LN 

zlCEM = Z.MLN (A. 4), 

ACED^AMLN (45), 

CD = MN. 

Hieraus folgt, dass ein aus L als Mittelpunkt mit ML=CE=ED=LN 
als Radius beschriebener Kreis durch die Punkte M und N gehen 
muss, also das Stück MN = CD = der vorgeschriebenen Länge 
der Geraden AB als Sehne hat-, dieser Kreis ist daher ein den Be- 
dingungen der Aufgabe entsprechender; da aber der Mittelpunkt L 
ganz beliebig auf der Geraden GH genommen war, so gilt ein 
Gleiches für jeden andern Punkt von GIl, mithin ist GH einer der 
in der Aufgabe verlangten geometrischen Oertcr. 


Der Beweis dafür, dass K.I der zweite geometrische Ort ist, 
ist dem eben geführten ganz ähnlich. 

A II m c rk II II g 2. Miiii sirlil leiclil, dass, uciin das vargesclirieliiiiii- Sliick, ncl- 
ches Sehne «erdeii snil , dniijielt so gross isl als der gegehenc Kadiiis , die 
heideii geoiiicirisrheii Oerlcr mit der gegebenen üeradeii znsaininenrallen ; man 
hat in diesem Kalle also nur einen geoinelrischen Orl; die gegebene llerade 
selbsl lind das vorgesebiiebene .Sluek derselben wird znni Dnrebinesser; es 
müssen sieb daher in diesem Kalle die in der Aiillosiing erwähnten beiden 
Ibilfskreise beriibreii. 


Ist dagegen das \orgesrbriebene Sliiek, welches .Sehne werden soll, grösser 
als die doppelte Lange des vorgesehriehciieii Kadiiis, so müssen oHenliar die 
beiden llülfskreise ganz aiissereinaiider liegen, und die Lösung der Aufgabe 
wird mithin immöglicli. 

Ans dem eben (lesagten geht demnach hervor, dass ztir Lösung der Aiifgnlie 
die Uedingiing erforderlich ist; dass das vorgeschrichene Stück, welches Sehne 
werden soll, kleiner sei als die doppelte Lange des vorgeschriebenen Halb- 
messers. 


642. Einen Kreis zu beschreiben , der , bei vorgeschriebener 
Länge des Halbmessers, zwei der Lage nach gegebene gerade 
Linien für eine vorgeschriebene Länge schneide (A. 641, 
Anmk. 1). 

A u f 1 ö 8 u n g. Man suche für jede gegebene gerade Linie 
die beiden geometiöachen Oerter für die Mittelpunkte aller der 
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Krpi.se, welche die vorgeschriebene Länge des Radius haben und 
die gegebene Gerade für die vorgeschriebene Länge schneiden 
(A. 641), so sind die Punkte, in denen sicli die vierOerter schnei- 
den (wenn ein Sc'hneiden überhaupt stattfindet), die Mittelpunkte 
von vier Kreisen, welche den Bedingungen der Aufgabe entsprechen. 

Beweis folgt umnittelbar aus der Construction in Verbin- 
dung mit A. 641. 

A ij IM « rk II II g 1. Sind die gegeln neii Ueiaden |iarallel, so sind es natürlich auch 
die gcouieti ischeii Oerler; es ist eiiitcnchtend , dass in diesem Falle die Aiit- 
g.-ihe nur dann liisliar ist, nenn die zwischen den gegebenen Geiüdeii helind- 
licben Oerter ziisaninienfallcn ; da alsdann diese beiden* Uerter nicht blos einen, 
sondern alle Punkte mit einander geinciii haben, so lassen sich auch unendlich 
viele Kreise, den Itedingnngen der Aiifgabe enls|irccheiid, beschreiben. 

Anmerkung 2. tliese Autgabe kann als eine FrHcileruug der rrülieren, A. 034, 
lietracbict werden. 

643. Einen Kreis von vorgeschriebener Grösse so zu construi- 
ren, dass seine Peripherie von einem gegebenen Punkte eine 
vorgeschriebene Entfernung hat, und er eine der Lage nach 
gegebene Gerade für eine bestimmte Länge (A. 641, Anmk.) 
schneidet. 

Auflösung. Man suche die geometrischen Oerter sowohl 
aller derjenigen Kreise, welche von der vorgeschriebenen Grösse 
sind und deren Peripherieen von dem gegebenen Punkte die vor- 
geschriebene Entfernung haben (A. 639), als auch der Kreise, welche 
gleichfalls von der vorgeschriebenen Grösse sind und die gegebene 
Gerade für die bestimmte Länge schneiden (A. 64 1), so sind die 
Durchschnittspunkte jener Oerter die Mittelpunkte von Kreisen, 
welche den Bedingungen der Aufgabe entsprechen. 

Beweis ergibt sich ohne Weiteres aus der Construction in 
Verbindung mit A. 639 und 641. 

A II in er k II ng. Diese Aiirgahe kann als eine Erweiterung der früheren A. 635 
aiigeselicii werden. 

644. Den geometrischen Ort für die Mittelpunkte aller der 
Kreise zu finden, welche für einen gegebenen Halbmesser einen 
der Lage und Grösse nach gegebenen Kreis für eine vorge- 
schriebene Länge , d. h. so schneiden , dass die gemeinschaftli- 
che Sehne eine vorgeschriebene Länge hat. 

Auflösung. Man trage in den gegebenen Kreis die vor- 
geschriebene Länge AB als Sehne ein (Eig. 481.); beschreibe aus 
einem ihrer Endpunkte, A, als Mittelpunkt mit dem vorgeschrie- 
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benen Radin» einen Kreis; fülle an» dem Mittelpunkte M des ge- 
gebenen Kreise» anf die Sehne AB eine Senkrechte und verlHngere 
sie nach beiden Seiten, bi» sie den aus A beschriebenen Kreis in 
G nnd H schneidet; beschreibe endlich aus M zwei Kreise, von de- 
nen der eine das Stück GM jener Senkrechten , der andere das 
Stück HM znni Halbmesser hat, so sind diese beiden Kreise zwei 
geometrische Oerter, welche den Bedingungen der Aufgabe ent- 
sprechen. 

Beweis. Man ziehe AG, BG , AJI, BM; beschreibe aus 
einem beliebigen Punkte, J, der Peripherie des mit GM als Radius 
beschriebenen Kreises einen Kreis mit dem vorgeschriebenen Ra- 
dius, verbinde »eine Dnrchschnittspunkte mit dem gegebenen Kreise 
sowohl unter einander, als auch mit den Mittelpunkten J und M 
durch die Geraden KL, K.l, KM, L.I , ML; ziehe endlich noch 
MJ, so ist KM = BM, als Radien eines Kreises, 

K.J = BG, als Radien gleicher Kreise, 

■I.M = GM, als Radien eines Kreises, 
lülglk-h : C. KJ M ^ A B(iM (60 

Aus ähnlicheu Gründen ist: 

ajlm^agam, 

daher: AK.fM = ABGM 

und < A.MJL = AAGM, also anch: ■* 

AKJL =Z1AGB, 
fclgliob : A KJL ^ A AGB (45j, 

mithin: KL = AB = der gegebenen Sehncnlänge (Constr.). 

Es haben also der aus J mit dem vorgeschriebenen Radius 
beseliriebene und der gegebene Kreis das Stück KL = der vor- 
geschriebenen Lünge als gemeinschaftliche Sehne. Ein gleicher 
Beweis gilt nun auch für jeden andern Punkt der Peripherie des 
aus M mit GM beschriebenen Kreises, da der Ihinkt J ganz belie- 
big genommen war; mithin ist der letztgenannte Kreis der ver- 
langte geometrische Ort. Dass aber auch ein solcher Ort der aus 
M mit MH als Radius beschriebene Kreis sei, ist leicht durch einen 
dem obigen ganz analogen Beweis darzuthun ; w. z. b. w. 

A 11 m«rk un g. : hiircli eine» illiik nnf Hie Figur lüiei-zerigl man sich leicht, dass, 
wenn <Jer vorgesehricboiie nadius kleiner ist. als die Haifle des als Sehne b«- 
sliiniuteu Stuckes ^ 1 ), die ^enklTcllte OH den ans A mit dem vorgeschriebe- 
neii It.idins hcschrirbcnen Kreis nicht schneiden kann, dass inithin in djcseui 
Palle die I.ösung der Aufgahe nnnnigllth wird, l'nd ist der vorgesrliriehene 
I Itsdins gleich der Hälfte so» A», wird die Senkrechte ü« eine Tangcnle; 
da Niem, Rewaiaa and Anfldaiuisaii. II. ^4 
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in diesem Falle hat man mir einen geometrischen Ort, und zwar ist der Halb- 
messer desselben das Stück der Tangente, welches zwischen dem Mittelpunkte 
des gegebenen Kreises und dein Berübrnngspuiikte eutlidllen ist. 

645. Einen Kreis zu construiren^ der einen gegebenen Halb- 
meBser hat und zwei der Lago und Grösse nach gegebene 
Kreise für vorgeschriebene Längen schneidet. 

Auflösung. Man bestimme die geometrischen Oerter für 
die Mittelpunkte aller der Kreise, welche den vorgeschriebenen Ka- 
dius haben und jeden der gegebenen Kreise für die für ihn vorge- 
schriebeno Länge schneiden (A. 644), so sind die Durchschnitts- 
oder Berührungspunkte jener Oerter (wenn ein Schneiden oder Be- 
rühren überhaupt stattfindet) die Mittelpunkte von Kreisen, welche 
den Bedingungen der Aufgabe entsprechen. 

Beweis folgt unmittelbar aus der Construction in Verbin- 
dung mit A. 644. 

Anmerkung 1. Ks ist einleuchtend, dass, je nach der Icage der gegebenen 
Kreise zu einander und nach der Grösse des vorgeschriehenen Kadius im Ver- 
hültniss zu den vorgeschriebenen Längen der Sehnen, enlweder die Aufgabe 
gar nicht zu lösen ist, oder aber von einem bis zu acht von in der Aufgabe 
verlangten Kreisen beschrieben werden können. Vergl. A. 644, Anmk. 

Anmerkung 2. Diese Aufgabe kann als eine Erweiterung der frAheren, A. 6i:tö, 
angesehen werden. 

646. Wenn ein Kreis und in seiner Ebene ein beliebiger Punkt 
gegeben ist, durch letzteren eine Gerade so zu ziehen, dass 
sie den ersteren für eine gegebene Länge schneidet (A. 641, 
Anmk. 1). 

Auflösung. Es sind bei der Auflösung zwei Fälle zu un- 
terscheiden und zwar erstlich , wenn der gegebene Punkt ausser- 
halb, zweitens wenn er innerhalb des gegebenen Kreises liegt. 

Erster Fall, 

wenn der gegebene Punkt ausserhalb des gegebenen Kreise liegt. 

Man verbinde den gegebenen Punkt C (Fig. 482.) mit dem 
Mittelpunkte M des gegebenen Kreises durch die Gerade CM und 
beschreibe mit derselben als Halbmesser aus M als Mittelpunkt ei- 
nen Kreis. Hierauf trage man in den gegebenen Kreis die vor- 
geschriebene Länge AB als Sehne ein und verlängere sie über ei- 
nen ihrer Endpunkte A, bis sie die zweite Peripherie in D schnei- 
det ; ziehe DM und AM ; mache den Winkel CME = AMD ; ver- 
binde die Punkte G und E, in denen die Schenkel des Winkels 
CME, und zwar der eine den Umkreis des Httlfskreises, der andere 
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des gegebenen scbneiden, durch die Gerade CE nnd verlängere die- 
selbe über E bis ziim zweiten Durchschnitt F mit dem gegebenen 
Kreise, so ist diese Gerade CF die verlangte. 

Beweis. Ziehe BM und FM, so ist; 

ZlDMA = ^CME (Constr.) 

AM = ME (ata Radien) 

DM = CM '(als Radien) 
folglich: AAMD^ AEMC (45) 

daher DAM = ^ CEM 

folglich auch: .AMAB = AMEF (20) 

da aber AM = BM = EM = FM (als Radien), 

so ist A M BA = A MAB Ix.,, 

und AMFE = AMEF I ^ 

mithin A M BA = A MFE, also auch 

A MAB + A M BA = A MEF -f- A MFE 

folglich; AAMB = AEMF (38) 

mithin AAMB ^ A EMF (45), 

daher EF = AB = der vorgesebriebenen Länge; 

es schneidet also die von dem gegebenen l^unkte C aus gezogene 
Gerade CF den gegebenen Kreis für die vorgescliriebene Länge EF; 
w. z. b. w. 

Zweite r Fa 1 1 , 

wenn der gegebene Punkt innerhalb des gegebenen Kreises liegt. 


Man verbinde den gegebenen Punkt C (Fig. 483.) mit dem 
Mittelpunkte M des gegebenen Kreises durch die Gerade CM und 
beschreibe mit derselben als Halbmesser aus M als Mittelpunkt ei- 
nen Kreis. Hierauf trage man in den gegebenen Kreis die vorge- 
schriebene Liinge AB als Sehne ein; verbinde einen der Punkte, 
D, in welchen AB die Peripherie des Hülfskreises schneidet , mit 
dem Mittelpunkte M durch die Gerade DM; ziehe AM und mache 
den Winkel CME = AMD; verbinde die Punkte C und E, in de- 
nen die Schenkel des Winkels CME, und zwar der eine die Peri- 
pherie des Hülfskreises , der andere die des gegebenen schneiden, 
durch die Gerade CE und verlängere CE über C bis zum zweiten 
Durchschnitt in F mit dem Umkreise des gegebenen Kreises, so ist 
diese Gerade ECF die verlangte. 


Beweis. Ziehe FM, so ist aus ähnlichen Gründen wie die 
im Beweise des ersten Falles angeführten: 

14 * 
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ADMAS^ ACME 
daher ; ^ MAD = ^ MEC 

oder -AMAB = ^MBP 

und analog dem weiteren Beweise des ersten Falles ist auch hier 
nun: AABM^AEFM 

und daher EF = AB » der vorgeschriebenen Länge. 

Da aber EF durch den PHinkt 0 geht, so ist EF die ver- 
langte Gerade; w. z, b. w. 

Anmerkung; 1. hiirdi einen Blick anf die 482 und 483 übrueiigt 

man sich Irichi , dass, wenn der gegebene l^mkt ausserhalb des gegebenen 
Krei>es liegt, die Aufgabe unmoglidi wird, sobald die vorgesebriebene Lange 
grösser ist, als der hiirchmesser, weil der Dnrcbinesser die grösste Sehne ist; 
und dass, w’eiin der gegebene Ihmkt innerhalb des gegebenen Kreises liegt, die 
Aufgabe ebenfalls nicht gelöst weiden kann, eiimuii iu dem eben angegebeuan 
Kalle, aber auch alsdann nicht, wenn die vurgescbi iebene Lange kleiner ist. als 
diejenige Sehne, welche senkrecht auf dem diircb den gegebenen Punkt gehen- 
den Durchmesser steht; es folgt dies aus 24D, 3 und 5. Hieraus erhellt auch, 
dass, weun die vorgeschriebrne Länge AR (Kig. 48i{) ganz ausserhalb iles Hülfs- 
kreises liegt, ohne ihm zu begegnen, dieselbe ehuu zu klein und die Aafgahe 
uicht zu losen ist; sie muss, soll die Aufgabe inögiicli sein, den HüUskieis 
wenigstens liernhren, und in diesem Kalle hat mau nur nöüiig, durch den ge- 
gebenen Punkt eine Tangente an den Hiilfskreis ^i| ziehen und dieselbe bis 
* zuiQ Durchschnitt mit der Pciifilierie des geg<>benen Kreises nach beiden Seilen 
bin zu vertaijgerii, so ist dies die geforderte (ierade; oder aber die vorge- 
schsiebene Länge AB muss den Huljfskrcis echueiden. 

Anmerkung 2 Aus 24D, 4 uud 200, folgt, dase^ sich durch doii gegebenen 
Punkt zwei (ierade ziehen lassen, welche den Anforderungen der Aufgabe ge- 
iiögen. 

647. 'Wenn zwei Kreise der Lage und Grösse nach gegeben 
sind, eine Gerade zu ziehen, welche beide Kreise berührt. 

Es sind zwei Fälle zu unterscheiden, wenn nämlich die Kreise 
gleich, und wenn sie ungleich sind. 

Erster Fall, ■ 
wenn die Kreise gleich sind. 

A u f 1 ö s u u g A. Man ziehe in einem der Kreise den Durch- 
messer CD (Fig. 484.) senkrecht zur Axe AB und durch die End- 
punkte desselben mit der letzteren die Parallelen CE und DP, so 
sind diese zwei gemeinschaftliche Tangenten der gegebenen Kreise. 

Beweis. Man ziehe durch den Mittelpunkt B die bis zu 
ihrem Durolwchnitt mit CE und DF verlängerte Gerade EF pa- 
rallel zu CD, so ist: . ‘ 





Aufgaben. 


213 



CE II AB II DF (Constr.) . 


CD _L AB (Constr.) 

folglich 

CD _L CE und DF (25, Zus.) 

mithin 

CEFD ein Rechteck (56, Zus. 2) 

daher 

EF _L CE und DF 

und 

EF = CD (66). 


Da aber die KreSae gleiefa eind, und CD ein Durchmeeser ist, 
so ist auch die Gerade KF, welche durch den Mittelpunkt B geht, 
eia solcher; und da beide Durchmesser in ihren Endpunkten durch 
CE und DF unter rechten Winkeln geschnitten werden, so Snd 
CE und DF ewei gemeinschailliche Tangenten der gegebenen Kreise 
(242); w. z. b. w. 

Auflösung B Man beschreibe mit einem der gegebenen 
Kreise , B , einen concentrischen Kreis , dessen Radius gleich dem 
Durchmesser des gegebenen Kreises ist; beschreibe hierauf aber der 
Axe AB als Durchmesser einen zweiten Kreis; die Dnrchschnitts- 
punkte G und H dieser beiden Hfitfskreise verbinde man durch 
die Geraden AG, AH, B(i, BIT mit den Mittelpunkten der gege- 
benen Kreise und ziehe endlich durch die Ihinkte K und L, in de- 
nen BG und BII den gegebenen Kreis B schneiden , zwei Paralle- 
len mit AG und AH, nümlich KJ )| AG und LM || AH, so sind 
KJ und LM zwei gemeinschaftliche Tangenten der gegebenen 
Kreise, 

Beweis. M an ziehe aus A mit BG und BU die beiden bis 
zum Durchschnitt mit KJ und LM verlängerten Parallelen AJ und 
AM, so sind AGK.T und AHIjM Parallelogramme (Constr.), und 
da AGB = z: AHB = K (246) , 

so sind AGKJ und AHI.M Rechtecke (56, Zus. 2). 

Nun ist BK = ^BG (Constr.) 

= GK 

= AJ (56); 

und da BK ein Radius der gegebenen Kreise, so ist auch AJ ein 
solcher. Aus ähnlichen Gründen ist AM gleichfalls ein Radius der 
gegebnen Kreise. 

F.S schneidet also die Gerade KJ die Halbmesser BK und 
AJ , die Gerade LM die Halbmesser BIj und AM in ihren End- 
punkten unter rechten Winkeln; folglich sind KJ und LM zwei 
gemeinschaftliche Tangenten der gegebenen Kreise (243); w. z. b. w. 
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•Zweiter Fall, 

wenn die gegebenen Kreise ungleich sind. 

Auflösung A. Man beschreibe mit dem grössern gegebe- 
nen Kreise, B (Fig. 485.), einen conccntrischcn, dessen Radius gleich 
ist dem Unterschiede der Radien der beiden gegebenen Kreise; be- 
schreibe hierauf über der Axe AB dieser letzteren als Durchmes- 
ser einen zweiten Kreis; ziehe durch die Durchschnittspunkte G 
und H dieser beiden Hülfskreise die Radien BE und BF dos grös- 
sern gegebenen Kreises ; verbinde jene Durchsclmittspunkte G und 
H, Velche zugleich die Endpunkte der Halbmesser BG und BH des 
zuerst beschriebenen Hülfskreises sind, mit dem Mittelpunkte A des 
kleinern gegebenen Kreises durch die Geraden AG und AH und 
ziehe endlich mit diesen Geraden durch die Endpunkte E und F 
der Radien BE imd BF de» grössern gegebenen Kreises zwei Pa- 
rallelen , nämlich CE || AG und DF || AH , so sind CE und DF 
zwei gemeinschaftliche Tangenten der gegebenen Kreise. 

Beweis. Man ziehe aus A mit BE und BF Parallelen und 
verlängere sie, bis die erstere CE in C, die andere DF in D 
schneidet, also AC || BE und AD || BF, so sind ACEG und ADFH 
Parallelogramme (Coustr.), und da 

^AGB = ZLAHB = R (246), 
also auch ^AGE = ^AHF = R (20), 

so sind ACEG und ADFH Rechtecke (56, Zu». 2). 

Nun ist BG = dem Unterschiede der Radien der gegebenen Kreise 
BG = BE — GE. [(Constr.) 

Mithin ist, da BE ein Radius des grössern, 

GE = dem Radius des kleinern Kreises 
GE = AC (56) 

folglich AC ein Radius des kleinern Kreises. 

Aus ähnlichen Gründen ist auch AD ein solcher Radius. 

Da aber die Geraden CB und DF, die eine die Radien BE 
und AC, die andere die Radien BF und AD in ihren Endpunkten 
rechtwinkelig schneiden, so sind CE und DF gemeinschaftliche Tan- 
genten der gegebenen Kreise (242); w. z. b. w. 

Auflösung B. Man beschreibe mit einem der gegebenen 
Kreise, B, einen concentrischen, dessen Radius gleich ist der Summe 
der Radien der beiden gegebenen Kreise; hierauf beschreibe man 
über der Axe AB dieser letzteren als Durchmesser einen zweiten 
Kreis und verbinde die Durchschnittspunkte J und N der beiden 
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Hiilftikreiiie mit den Mittelpunkten der gegebenen durch die Gera- 
den BJ, BN, AJ, AN ; ziehe nun durch die Punkte K und M, in 
denen BJ und BN den gegebenen Kreis B schneiden, zwei Paral- 
lelen mit AJ und AN, nämlich KL || AJ und MO |1 AN, so sind 
KL und MO zwei gemeinschaftliche Tangenten der gegebenen 
Kreise. 

Beweis. Mein ziehe aus A zwei Parallelen mit BJ und 
BN und verlängere sie, bis sie die mit AJ und AN gezogenen Paral- 
lelen KL und MO in L und O schneiden , also AL || BJ und AO 
II BN, so sind AJKL und ANMO Parallelogramme (Constr.), »nd 
da -^AJB = .^clANB = R(246), so sind die genannten Parallelo- 
gramme rechtwinkelig (56, Zus. 2). 

Nun ist BJ = der Summe der Radien der gegebenen Kreise (Constr.) 
B J = BK -f- BJ, 

aber BK der Radius des grossem Kreises, 
tolglich KJ = dem Radius des kleinern 
KJ = AL (56) 

mithin AL ein Radius des kleinern gegebenen Kreises. 

Aus ähnlichen Gründen ist auch AO ein solcher Radius. 

Da nun die Geraden KL und MO, die erstere die Radien AL 
und BK, die letztere die Radien AO und BM in ihren Endpunkten 
unter rechten Winkeln schneiden, so sind KL und .MO zwei ge- 
meinschaftliche 'rangenten der gegebenen Kreise (2 12); w. z. b. w. 

Anmerkung. Aus den obigen Aiitlosimgen ist ersirhtlich, dass jederzeit vier 
gemeinschitrtlichc Taiigcnleii gezogen werden können, wtMin lUc gegebenen kreise 
ganz aiissereinandnr liegen. Berühren sich dieselben dagegen von aussen , so 
lassen sich nur drei gemeinschaftliche Tangenten ziehen, ni^mlich zwei anssere 
und eine innere, welche letztere diejenige Gerade ist, welche im Berfihrnngs- 
pnnkte der Kreise senkrecht auf deren A.xe steht. Wenn sich die gegebenen 
Kreise schneiden, so sieht tnan leicht, dass nur zwei geineiiischaftliche Tan- 
genten gezogen werden können. Beriihren sich die Kreise von innen, so ist 
ullcnhar Idos eine Tafigeule möglich. I.iegl endlich der eine der gegebenen 
Kreise ganz iniicrhalh des andern, so verlungl die Aiirgai>c etwas Unmögliches. 

648. Wenn zwei Kreise der Lage und Grös.se nach gegeben 
sind, eine Gerade so zu ziehen, dass sie die Kreise für vorge- 
schriebene Längen (A. 644) schneidet. 

A u f 1 ö 8 u n g. Man trage in den gegebenen Kreis A (Fig. 486.) 
die Länge CU , für welche er geschnitten werden soll , als Sehne 
beliebig ein, ebenso in den andern gegebenen Kreis die für diesen 
vorgeschriebene Länge EF ; falle aus den Mittelpunkten auf die 
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eingetrageueu Sehneu die Senkrechten AG und BH ; beHchreibe 86- 
wohl mit AG als Radius aus A, als auch mit BH als Radius aus 
B zwei Kreise und ziehe an dieselben eine gemeinschaftliche Tan- 
gente KTj fA. (547), die man bis zum zweiten Durchschnitt mit den 
Peripherieeu der gegebenen Kreise verlängert, so ist diese so ent- 
standene Gerade MN die in der Aufgabe verlangte. 

Bew'eis. Mau ziehe in deu gegebenen Kreisen die Radien 
AC und AM, BP und BP und in den Hülfskreisen die Radien AK 
und BL nach den Berührungspunkten der gemeinschaftlichen Tan- 
gente, so ist ZlAKM = R (243) 

= AGC (Constr.) 

AK = AG als Radien, 

AM = AC als Radien, 
folgUch A AKM ^ A AGC (49) , 

daher KM = CG , 


mithin 

(Constr.). Ganz 
ist; w. z. b. w. 


KM *: (^MO 
CG = .(CD 


(248). 


Mü = CD = der vorgeschriebenen Länge 


ähnlich ist der Beweis, dass auch 


PN = KF = der vorgeschriebenen Länge 


Anmerkung 1. Wrs in der Anmerkung zur vorbergubendeii Aufgübe gesagt 
wurde, giU hezielinngsweise auch hier. Wie man sieht, kommt es auf die ge- 
genseitige l.age. fucht der gegebenen, sondern der Hfdfskreise an. Wenn diese 
letzteren ganz aiissereinander liegen, so lassen sich vier gemeinschaftliche Tan- 
genten an dieselben ziehn, und wir erhallen also in diesem Falle vier Gerade, 
wfdehe die gegebenen Kreise für die vorgeschrieheiien Langen schneiden. Be- 
nihren sich die tlulfskreise von aussen, so sind drei der gedachten Geraden 
möglich; zwei, wenn sich jene Kreise schneiden; mir eine, wenn sie sich von 
innen benihren; und endlich kann die Aufgabe gar nicht gelöst werden, wenn 
der eine Hülfskreis ganz innerhalh des andern liegt. 

Aninerkiing 2. Unsere Aufgabe kann als eine Krweilcriing der vorhergehen- 
den helrachlet werden. 

649. Den geometrischen Ort für die Mittelpunkte der Kreise 
zu finden , welche einen gegebenen Halbmesser haben und 
einen der Grösse und Lage nach gegebenen Kreis rechtwin- 
kelig schneiden (A. 595). 

Auflösung. Man errichte auf einem beliebigen Halbmesser 
AB (Pig- 487.) des gegebenen Kreises in seinem Endpunkte B eine 
Senkrechte B(5 gleich der Länge des gegebenen Ualbmessere für 
die Kreise, für deren Mittelpunkte der geometrische Ort gefunden 


Digiiized by Google 



Aufgaben. 


217 


wenleii soll; ziehe AO und beschreibe mit AC als Radius einen 
concentrischeu Kreis mit dem gegebenen, so ist die Peripherie des- 
selben der gesiichte geometrische Ort. 

Beweis. Man beschreibe aus einem beliebigen Punkte D 
der Peripherie des concentrischen Kreises einen Kreis, dessen Ra- 
dius gleich dem gegebenen BC ist, und verbinde einen der Durch- 
schnittspnnkte, E, dieses und des gegebenen Kreises mit den Mittel- 
punkten D und A durch die Gieraden DE und AE, ziehe die Axe 
AD, so ist : AD = AC als Radien eines Kreises 

DE = BC (Constr.) = dem gegebenen Radius (Constr.) 
AE = AB als Radien eines Kreises, 
folglich AAED ^ A ABC (50;, 
daher Z.AY.D = AABC 

^ABC = R (Constr.), 
mithin AlAED — R, 

Es wird also der Radius DE in seinem Endpunkte E durch 
die Gerade AE, und der Radius AE in seinem Endpunkte E durch 
die Gerade DE unter rechten Winkeln geschnitten; mithin ist AE 
eine Tangente des Kreises D und DE eine Tangente des gegebenen 
Kreises (212); da sich nun die genannten beiden Tangenten in 
dem Durchschnittspunkte E des Kreises D und des gegebenen recht- 
winkelig schneiden, so schneidet Kreis D den gegebenen rechtwin- 
kelig (A. 595) ; ein ähnlicher Beweis gilt nun auch, da der Punkt D 
ganz beliebig auf der Peripherie des mit dem gegebenen Kreise concen- 
trischeu genommen wurde, für jeden andern Punkt dieser Periphe- 
rie; mithin ist dieselbe der verlangte geometrische Ort; w. z. b. w. 

650. Den geometrisi-hen Ort für die Mittelpunkte aller der 
Kreise zu finden, welche zwei der Lage und Grösse nach ge- 
gebene Kreise rechtwinkelig schneiden. 

Auflösung. Man bestimme die Potcnzlinie (A. 592) der 
gegebenen Kreise, so ist dieselbe der gesuchte geometrische Ort. 

Beweis folgt unmittelbar aus der Construction und aus 
A. 59 G. 

A II III r r ti II n g. Wenn lüe grgitlieiien Kreise sieh beriilireii oiler sehiieirteii , so 
ist ihre Coleiulinie, nie aus A. 59ö, i(us. 2 tinil A cisicbllich, leicht zn be- 
sliniiiien; ebenso, wenn die Kreise ganz aiissereiiiander liegen, man hat als- 
ilami mir nöthig, das znischen den lleriilirnng<piinkten einer ibrer geineiii- 
scharüicheii Tiingeiiten enthaltene Stheb zu halbiren und vom Halhinmgspiiiikle 
eine Seiikreihle aiiT die Axe der Kreise zn fallen , so ist diese Senkrechte die 
Potensliair, wie sich «ns A. 590, Zns. 1 und 4 ei gibt. 
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Liegt der eine der gegeheneii Kreise ganz innerhalli des andern (Fig. 488), 
so SHi'hc man zu dem Unlersiliicde der beiden znisehen den Umkreisen enl- 
lialleiieii Stücke der Axe nml diesen beiden Stücken die vierte Proportionale, 
also zu DK — t!K, DK und (iK, verlängere die Axe über den Endpunkt des 
kleineren der genannten Stücke hinaus nm die Länge jener vierten Proportio- 
nale und ziehe durch den Kinlpnnkt der Verlängerung eine Gerade senkrecht 
zur Axe, so ist diese Senkrechle die Polenziinie der Kreise. 

Beweis. Man mache KE = GF ; ziehe von D aus unter 
einem beliebigen Winkel die Gerade DM = EK = GF ; ziehe KM 
und durch E eine bis zum Durchschnitt mit der verlängerten 'DM 
verlängerte Gerade EJf || KM; verlängere DG über G, mache die 
Verlängerung GH = DN und ziehe durch II die Gerade PO_LDH, 
BO ist: DK: DM = DE : DN (195, Zus 1) 

DK = DE — EK = DE — GF (Constr.) 
DM = GF (Constr.) 

DN = GH (Constr.). 

Setzt man diese Werthe in obige Proportion, so erhält man: 

UE — GF : GF = DE : GH, 
oder, da DE = GE (als Radien) 

DE — GF . GF = GE : GH, 
daher GH (DE — GF) = GE . GF (203, Zus. 3), 
oder GH . DE — GH . GF = GE . GF 

und GII . DE = GE . GF GH . GF. 

Addirt man hierzu GH . HE = GH . HE, so hat man: 

GH . DE -F GH . HE = GE . GF + GH . GF -F GH . HE 

oder: GH (DE -F HE) = GF (GE -F GH) -F GH . HE (72) 

oder : GII . DH = GF . HE + GH . HE 

= HE (GF -F GH) (72) 

= HE. Hl" 

mithin : GH : HF = HE : DH (203, Zus. 2), 

d. h. die Entfernungen des Punktes H , durch welchen PO senk- 
recht zur Axe gezogen wmrde, von den näheren Durchschnittspunk- 
ten der Axe mit den Umkreisen verhalten sich umgekehrt wie die 
von den entfernteren, folglich ist PO die Potenzlinie der Kreise 
(A. 593). 

651. Einen Kreis zu construiren, welcher drei gegebene recht- 
wdnkelig schneidet. 

'Auflösung. Man bestimme die Potenzlinie je zweier Kreise 
und beschreibe aus dem gemeinschaftlichen Durchschnittspunkte 
der drei Potenzlinien mit der von ihm an einen der Kreise gezo- 
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genen Tangente als Radius einen Kreis, so ist derselbe der in der 
Aufgabe verlangte. 

Beweis. Dass die drei Potenzlinien einen gemeinschaftli- 
chen Durchschnittspunkt haben, ist in A.’594 bewiesen; dass dieser 
Durchschnittspunkt für die drei gegebenen Kreise ein Punkt glei- 
cher Potenzen ist, folgt aus A. 592; dass mithin die Quadrate der 
von ihm aus an die Kreise gezogenen Tangenten, und also auch 
diese selbst, einander gleich sind , ergibt sich aus A. 589, Zus. 1 ; 
folglich schneidet der aus dem gemeinschaftlichen Durchschnitts- 
punkte der drei Potcnzlinien als Mittelpunkt mit der von ihm aus 
an einen der Kreise gezogenen Tangente als Radius beschriebene 
Kreis die gegebenen drei rechtwinkelig (A. 596); w. z. b. w. 

652. Einen Kreis zu beschreiben, welcher zwei der Lage nach 
gegebene, nicht parallele Linien berührt und durch einen ge- 
gebenen Punkt geht, der auf der Geraden liegt, welche den 
von den beiden ersteren gebildeten Winkel halbirt. 

Auflösung. Man errichte auf der Winkelhalbirenden AD 
(Fig. 489.) in dem gegebenen Punkte D eine Senkrechte und ver- 
längere sie nach beiden Seiten, bis sie' die gegebenen Linien in B 
und C schneidet; halbire hierauf einen der bei B und C so ent- 
standenen Winkel und beschreibe aus ilcm Durchschnittspunkte E 
dieser und der ersten AVinkelhalbirenden mit dem zwischen diesem 
Durchschnittspunkte und dem gegebenen enthaltenen Stück ED der 
letzteren als Radius einen Kreis, so ist derselbe der verlangte. 

Beweis ergibt sich unmittelbar aus der Construction in Ver- 
dung mit 272, Zus. 1. 

Anmerkung. Wenn die gegebenen (leraden [mrallel laufen, so ändert sieh die 
Sache nicht vresentlicli ; denn der gegebene Punkt würde alsdann gleiche Ent- ^ 
fernungen von jenen haben; man wurde daher von !• die Senkrechte DB auf 
AB fallen, sie über D bis C, dem Durchschnitt mit AC, verlängern; dann auf 
BC in D eine .Senkrechte DE = BD= CD crrichlen und ans E mit DE als 
Itadius einen Kreis beschreiben, so würde dieser, wie leicht zu sehen, die Li- 
nien AB und AC hcrüliren und durch den l'iinkl II gehen. 

653. Einen Kreis zu beschreiben, welcher zwei der Lage nach 
gegebene nicht parallele Gerade berührt und durch einen ge- 
gebenen Punkt geht. 

Auflösung. Man construire einen beliebigen Kreis E 
(Fig. 490.) (A. 652), dessen Mittelpunkt auf der Geraden liegt, 
die den Winkel halbirt, welchen die gegebenen Geraden AB und 
AC bilden, und welcher die gegebenen Geraden berührt; verbinde 
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hierauf den Durclischuittbpunkt A der letzteren mit dem g^ebenen 
l'unkte D durch die Gerade AU und ziehe nach dem Durchschnitta- 
punkte derbelheu und des Umkreises den Radius EF; mit EF ziehe 
mau durch U die bis zum Durchschnitt mit der Wiukelhalbirenden 
\ erlängerte Parallele DG und beschreibe aus G mit GD als Halb- 
messer einen Kreis, so ist dieser der verlangte. 

Beweis. Da die Radien EF und GD parallel sind (Constr.), 
so ist der Punkt A der äussere Aehnlichkeitspünkt der Kreise £ 
und G (A. 576), mithin sind AB und AC Aehnliubkeitslinien der- 
selben (A. 676), und da diese Linien den Kreis E berühren (Constr.), 
so berühren sie auch Kreis G CA. 576, Z. 4), folglich ist Kreis G 
der geforderte; w. z. b. w. 

064-. Einen Kreis zu constmiron, der durch zwei gegebene 
Punkte geht und eine der Lage nach gegebene Gerade berührt. 

Auflösung. Man verbinde. die gegebenen Punkte A und B 
(Fig. 491.) durch eine Gerade und verlängere dieselbe bis zum 
Durchschnitt C mit der gegebenen Geraden CG ; schneide auf dieser 
von C aus ein Stück CD ab gleich der mittleren Proportionale zwi- 
schen der ganzen durch die. Verlängerung von iVB erhaltenen Linie 
AC und der Verlängerung BC; vollende nun das Dreieck ABD, 
errichte auf dessen Seiten in ihren Ilalbirungspunkteii Senkrechte 
und beschreibe aus deren gemeinschaftlichem Durchschuittspunkte M 
(A. 21) als Mittelpunkt mit der Entfernung MD dieses l’unktes 
von einer der Ecken CA. 21, Z.) als Radius einen Kreis, so ist der- 
selbe der verlangte. 

Beweis. Da Kreis M durch die gegebenen Punkte A und 
B geht (Constr.), so ist AC eine Secante; und da AC:CD=CD:BC 
(Constr.) oder CD, = AC,BC (Constr.), so muss, well Kreis M 
auch durch den I’unkt D geht (Constr.), die gegebene Gerade CG 
eine jenen Kreis in D heriihrendo Tangente sein (259); Kreis M 
ist daher der verlangte; w. z. b. w. 

A II ni «r k II II g 1. IMii mittlere Pro|iortioiiale zwisclieii AC und BC Hiidet imin, 
indem tiiBli ülier AC einen Halbkreis besehreibt, denn anf AC in B ein« bis 
min llurehsehnitt mit deiliselbeii verlängerte .Senkrechte Bll errichtet und CU 
zieht, so ist CH die gesuchte mittlere 1‘ropoi lionalc (209, Z. 2) ; denn zieht 
man AH, so ist L AHC == K (246) = L CBH (Constr.) ; man hat also in obiger 
Aullösung CU = CH zu machen. 

A linier kling 2. Wenn die Verbindungslinie All (Kig. 492.) der beiden gegebe- 
nen l’iiiikte mit der gegebenen l.inie CG jiarallcl Ikiilt, so errichte man auf AB 
im ll.ilbiruagsfiunkte E eine bis zum Durchschnitt l) mit CG verlängerte Seak- 
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rpcMe ED; voUemle Dreirck ABD uiid beschreib« einen Kreis nm dasselbe, so 
ist dieser der verlanele ; denn AaBU ist gleicbscbenkelig (A. 35f.) und DE 
das Höhenperpendikcl ; daher muss der genieinscbartlicbc Durchschnillspuiikl M 
(A. 21) der drei auf (bm Seilen in ihren llalbirnngspnnkten errichteten Senk- 
rechten auf DE liegen; MD ist also ein Radius des Kreises; aber AB |j rfl 
DE -L AB (Ennslr.), inilhin aiirh DE oder MD-LCG (26, Z ), Iniglicb CD 
eine Tangente (242); als» Kreis M der verlangte. 

ti55> Wenn awei Punkte (A, B, Fig. 403. und 494.) und ein 
Kreis gegeben, auf der Peripherie des letzteren den Punkt (D) 
zu finden, durch welchen sich zwei öehnen (BDE und ADP) 
80 ziehen lasHeu, dass sie einzeln durch die gegebenen Punkte 
gehen, und dass die ihre nicht gemeinschaftlichen Endpunkte 
verbindende Gerade (EF) parallel ist der durch die beiden 
gegebenen Punkte bestiramten geraden Linie (AB). 

Auflösung a. Wenn die beiden Punkte A und B ausser- 
halb des Kreises liegen (Fig. 49.5.), .so ziehe man von B aus eine 
Tangente BC an den Kreis, suche zu AB und BC die dritte Pro- 
portionale und trage von B aus auf AB (nöthigenfalls verlängert) 
ein Stück BG gleich dieser dritten Proportionale auf; ziehe vom 
Endpunkte G des aufgetragenen Stückes die Tangente GE au den 
Kreis und verbinde den Berührungsjmnkt E mit dem Punkte B 
durch die Gerade EB, so ist der Punkt D, in welchem diese Ver- 
bindende den Umkreis schneidet, der gesuchte. 

Beweis. Man ziehe AD, verlängere AD bis F, dem zweiten 
Durchschnitt mit der Peripherie und ziehe die Gerade EF, so ist 
AB : BC = BC : BG (Constr.), 
daher BC, = AB,BG (203, Z. 3) 

BC, = BE,BD (259) , 
folglich AB,BG = BE,BD, 

mithin AB : BD = BE : BG (202, Z. 5) 

^ABD = ^EBG, 

folgUch AABD ~ AEBG (198), 

mithin zlBAD = ^BEG 

ABEG = ^EFD (247), 
folglich AB AD = A EFD, 

mithin EF )j AB (26). 

Daher ist der Punkt D, durch welchen von den gegebenen Punkten 
ans die Sehnen DE und DF gezogen sind, deren Endpunkts - Ver- 
bindungslinie EF parallel der Verbindungslinie AB ist, der gewjßhte; 
w. z. b. w. 


Digitized by Google 



222 


Vierter AUschnItt. 


Anmerkung 1. Um ilie ilrille Pro(Minioiial« zu AU nnil BC Zu beslimmen, 
inuctie man HM = BC, ziebe AU niui durch H mit AU eine Itis zum Mureb- 
schnitt J rnil der teiiungerlen liU tcriangeric l’arallele IIJ, sn Ul lU die ge- 
suchte drille I’rnportionalc; denn es ist AB : HU = 1111 : ÜJ (195, Z. 1); BU = 
Bll (Uonslr.) , also AH : BU = BU : BJ. Moii bat also in obiger Aullosung 
BU c=: BJ zu machen, 

Auflösung b. Wenn rlie beiden Punkte A und B inner- 
halb des Kreises liegen (Fig. 494.), so mache man BG gleich der 
dritten Proportionale (Anmk. 1) zu AB und der zu B gehörigen 
halben Mittelsehne; ziehe von G aus die Tangente GE an den Kreis, 
verbinde den Berührungspunkt E mit dem Punkte B durch die Ge- 
rade EB imd verlängere EB bis zum zweiten Durchschnitt D mit 
dem Umkreise, so ist dieser Durchschnittspunkt D der verlangte. 

Beweis. Man ziehe DA, verlängere. DA, bis sie den Umkreis 
zum zweiten Male in F schneidet und ziehe EF, so ist, wenn BH 
die zum Punkte B gehörige halbe Mittelsehne ist: 

AB : BII = BII : BG (Constr.), 
daher BII, = AB,BG (203, Z. 3) 

BII, =BD,BE (251), 
mithin AB,BG = BD,BE, 

demnach AB : BD = BE : BG (202, Z. 5) 

^ABD =^EBG (22), 
folglich AABD ~ AEBG (198), 

daher A BAD = ABEG 

ABEG = AEFD (247), 
folglich ABAD = AEFD, 

mithin EF H AB (2G). 

Vom Punkte D aus sind also durch die beiden gegebenen Punkte 
A und B zwei Sehnen DF und DE gezogen, und die Verbindungs- 
linie der Endpunkte dieser letzteren, EF, läuft mit der Verbindungs- 
linie AB der gegebenen Punkte parallel; folglich ist der Punkt D 
der in der Aufgabe verlangte; w. z. b. w. 

Anmerkung 2. Zielit man un.slall ilcr Tangente UE die ibr gleiche zweite 
Tangente GK, fnliiT alsdann die weitere Conslruclion analog der in den obigen 
AnlUisnngen ans, so eibalt man einen zweiten l’uithl, .M, auf der Peripherie des 
gegebenen Kreises, welcher den Anfordernngen der Aufgabe entspricht; denn 

Beweis a. (Fig. 493.) BC, = BGfAB (Constr. n. 203, Z. 3) 
BC, = BM,BK (259), 

mithin BG : BK = BM : AB (203, Z. 5) . 

AGBK = AABM, 


Digitized by Google 



Aufgaben, 


223 


folglich ABGK ~ AAMB (198), 

daher Zl GKB = MAB 

,ALKG = ^AMB (247), 

also auch ^ GKB -j- ^ LKG = MAB -f- Z- AMB, 

aber .A GKB + ,/LKG t- ^LKM = 2R (20) 

^MAB + ,A AMB+ ,AMBA = 2K (38), 
folglich Z LKM = ,A MBA, 

mithin KL || AB (26). 

Die von M aus gezogenen Sehnen ML und MK gehen also durch 
die gegebenen Punkte, und die ihre nicht gemeinschaftlichen End- 
punkte Verbindende KL ist der die gegebenen Punkte Verbinden- 
den AB parallel; w. z. b. w. 

Beweis b. (Eig. 494.) BH, = AB,BG (Constr. u. 203, Z. 3) 
BH, = BK,BM (251). 

Hieraus folgt nun aus ähnlichen Gründen, wie die oben angeführten: 

AABM ~ AKBG, 

daher -AMAB = AlBKG = ^MLK (247), 

also KL II AB (26). 

Aus den oben angegebenen Gründen ist mithin auch hier der Punkt 
der verlangte ; w. z. b. w. 

656. Einen Kreis zu beschreiben, der einen gegebenen Kreis 
berührt und durch zwei gegebene Punkte geht. 

Auflösung. Man suche tiir die gegebenen Punkte A und 
B (Fig. 493. und 494.) nach Anleitung von A. 655. auf der Peri- 
pherie des gegebenen Kreises den Punkt D, durch welchen sich die 
beiden Sehnen DE und DF so ziehen lassen, dass sie einzeln durch 
die gegebenen Punkte gehen, und dass die ihre nicht gemeinschaft- 
lichen Endpunkte verbindende (Jerade EF parallel ist der durch 
die beiden gegebenen Punkte bestimmten Geraden AB; ziehe hier- 
auf die Halbmesser ND und NF und durch A mit NF eine Pa- 
rallele AO nach dem verlängerten Radius ND, so ist 0 der Mittel- 
punkt und Do der Halbmesser des zu construirenden Kreises. 


Bew eis. 

NF II AO (Constr.), 

folglich 

ZMKO = AlDFN (25) 


= .ANDF (51) 


= ^ADO (22) 

folglich 

AO = DO (52). 
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Zieht man nnn NE nnd BO, so ist .1 

DN : DO = DF : DA 005, Z. 1), 
unfl da AEDF ABDA (196), 

so sind die Punkte N und O Aehnliehkeitspunkte der Dreiecke 
mithin EN ; BO = DF : DA (A. 371), f(A. 372), 

daher wegen obiger ProjKirtion 

DN : DO = EN : BO 

DN = EN (als Radien), 

folglich DO 5= BO = AO. i 

Ein aus O mit DO als Radius beschriebener Kreis muss demnach 
durch die gegcbmien Punkte A >ind B und durch den Punkt D 
gehen. . . 

Nun ist aber NO die Axe des gegebenen und des zu be- 
schreibenden Kreises, und diese Axe w ird durch die die Endpunkte 
paralleler Halbmesser NF und AO verbindende Gerade AF in p 
geschnitten; es ist also der Punkt D ein Aehnlichkeitspunkt der 
Kreise N und O (A. 57fip und zwar der innere fiir den Fall, wo 
die gegebenen Punkte ausserhalb des gegebenen Kreises liegen 
(Fig. 493.), der .äussere für den Fall, wo sie innerhalb liegen 
(Fig. 194-.); und da beide Kreise, N und 0, den Punkt D gemein- 
schaftlich haben und einen zweiten Punkt nicht gemeinschaftlich 
haben können, weil alsdann die Axe NO durch den zum Endpunkt der 
gemeinschaftlichen Bchne gewordenen Punkt D ginge, was im Wider- 
spruch steht mit -64, so müssen sich die Kreise in D berüluren 
(236), und zwar von aussen in dem oben erwähnten ersteren Falle, 
von innen in dem letzteren Falle; w. z. b. w. 

A niii er h II n g. Iii Ix'icleii Kallco (Fig. l'JÜ. iiml 404.) gibt »s zwei Kreise, ilie 
ib'ii Kciliiigiingeii iler AuTgiibe Genüge leisten; mini tiiidet den Mittelpiinht imü 
llalliincsser des zweiten Kreises diu'eh eini‘ aliuliebe Cnnslriiction, wie die ohi^e; 
mir benutzt m»u den A. 650, Auiiik. 2 niiher bi zeichiieten zweiten Punkt M; 
der Beweis ist atsdiiuii aluilieli dem ubigen. In beiileii Fallen berübrcii .sieh die 
Kreise von innen 

657. E inen Kreis zu beschreiben, welcher zwei gegebene (un- 
gleiche) Kreise berührt und durch einen gegebenen Punkt geht. 

Auflösung. Man ziehe an die gegebenen Kreise A und B 
(Fig. 495.) nach Anleitung von A. 647 eine ihrer gemeinschaftlichen 
Tangenten, hier z. B. die äussere DEF, deren Berührungspunkte £ 
tmd F sind; verlängere die Axe AB, bis sie die Tangente in D 
schneidet; verbinde diesen Durchschuittspunkt mit dem gegebenen 
Punkte C durch die Gerade CD; suche zn dieser Geraden und den 
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beiden zwischen dem Punkte D nnd den Berülinuigspunkten ent- 
haltenen Stücken UE und DF der gemeinschaftlichen Tangente die 
vierte Proportionale, schneide ihre Länge auf CD von D aus ab, 
sie sei gleich DG, und beschreibe nach Anleitung von A. 656 einen 
Kreis K, der durch diesen zuletzt erhaltenen Punkt G und durch 
den gegebenen Punkt geht und einen der gegebenen Kreise, es sei 
Kreis A, berührt, so ist Kreis K der verlangte. 

Beweis. Man ziehe die Radien AE und BF nach den Be- 
rührungspunkten der gemeinschaftlichen Tangente, so ist 


(243), 


AE _L DF 
BF _L DF 

folglich AE II BF (26, Z.). 

Mithin ist der Punkt D der äussere Aehnlichkeitspunkt der Kreise 
A nnd B (A. 576). 

Zieht man nun durch den Berührungspunkt H der Kreise A 
und K die Aehnlichkeitslinie DH der Kreise A und B, welche, da 
sie in unserer Figur den Kreis A in L und H schneidet, auch Kreis 
B schneiden muss (A. 576, Z. 4), und zwar in J und M; zieht mau 
ferner nach den gleichgelegenen Durchschnittspunkten L und J 
jener Aehnlichkeitslinie durch die Pcripherieen die Radien AL und 
BJ-, verbindet endlich den gegebenen Punkt C mit dem Berührungs- 
punkte H der Kreise A und K durch die Gerade CH und den 
Punkt G mit dem Punkte J durch die Gerade GJ, so ist 
AL II BJ (A. 574), 
folglich DL : AD = DJ : BD 

DE : AD = DF : BD 
mithin DL : DE = DJ ; DF, 

aber DL : DE = DE : DH (259, Z. 1 ) , 

folglich DJ : DF = DE : DH 

DG : DF = DE : CD (Constr.) , 
mithin DJ : DG = CD : DH (150) 

^GDJ = ^CDH, 

folgUch ADJG ~ ADCH (198), 

daher ^DJG = ^DCH, 

und ADGJ = ^DHC, 

aber ADCH-p AHCG = 2R 

und ADHC + ^CHJ=2R 


(195), 


( 20 ), 


folgUeh auch ADJG oder AHJG + AHCG = 2R 

und A DGJ oder A CG J + A CHJ = 2R. 

de Niem, Beweise and Anflösungen. U. 15 
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Da min Kreis K durch die Punkte H, C und G geht (Oonstr ), so 
muss er auch durch den Punkt J gehen (24I,Z. 4j. Zieht man 
nun den Kadius KJ, so ist 

^BJM = zlALM (25) 

= ^AHL (51) 

== ^KHJ (22) 

= ^KJH(51) 

zlBJM -p .^BJD = 2E (20), daher auch 
^KJH-pZlBJD = 2R. 

Folglich ist KJB eine einzige Gerade (21), und zwar ist diese 
Gerade die Axe der Kreise B und K, und da beide Kreise den 
Punkt J gemeinschaftlich haben, einen zweiten Punkt aber nicht 
gemeinschaftlich haben können , weil alsdann die Axe durch den 
einen nun zum Endpunkte der gemeinschaftlichen Sehne geworde- 
nen Punkt J ginge, was im Widerspruch mit 264 stände, so müs- 
sen die Kreise B und K sich in J berühren (236); mithin ist 
Kreis K der verlangte; w. z. b. w. 

iiiiaerkuot; 1. Um die vierte l‘rn)i<prlioiiale zu CI), l)E, l)F zu linden, bat 
man nur nölhig, uDf CI) von U aus ein Stuck -= DF aufzulrageu und Juicfa 
den Endpunkt dieses Stückes mit CE eine Parallele zu ziehen, so ist das durch 
dieselbe auf DF von D ans abgesclinitteue Stück die gesuchte vierte Propor- 
tionale, was ans 1U5 folgt; diesem Stücke bat man also in der obigen Auf- 
lösung üi| gleich zu machen. 

Anmerkung 2. Soll der gesuchte Kreis die gegebeiu.'ii gleichartig, d. h. beide 
zugleich von aussen oder beide von innen berühren, so muss man zu der Auf- 
lösung den äusscru Aehnlichkcilspnnkt der beiden gegelienen Kreise nehmen ; 
für ungleichartige Berührungen ilagegcn den innern. Es lassen sich in Allem 
vier Kreise heschreihen, die das in unseier Aiifgahe Verlangte leisten. 

658 . Einen Kreis zu beschreiben , welcher zwei gegebene Ge- 
rade und einen gegebenen Kreis berührt. 

Auflösung. Man ziehe mit jeder der gegebenen Geraden 
AB und CD (I'ig. 496.) auf jeder Seite in einer dem Halbmesser 
des gegebenen Kreises gleichen Entfernung eine Parallele, nämlich 
EF und H.J || AB, GF und KJ |j CD ; construire alsdann nach An- 
leitung von A. 653 zwei Kreise O und P, welche beide durch den 
Mittelpunkt M des gegebenen gehen , und von denen der eine , O, 
zwei solche, EF und GF, von den vier Hülfslinien berührt, welche 
beide auf den von einander abgekehrten, der andere, P, zwei sohsbe, 
HJ und KJ, welclie beide auf den einander zugftkehrten Seiten 
der mit ihnen parallelen gegebenen Geraden liegen, und beschreibe 
hierauf mit Kreis 0 einen ooncentriseben Kreis, dessen Radius gleieli 
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ist dem Unterschiede der Radien des genannten und des gegebenen 
Kreises, nnd mit Kreis P gleichfalls einen concentrischen Kreis, 
dessen Radius gleich ist der Summe der Radien des Kreises P und 
des gegebenen ; so sind die zwei zuletzt beschriebenen Kreise solche, 
welche den Bedingungen der Aufgabe entsprechen. 

Beweis. Man ziehe in dem durch den Mittelpunkt des ge- 
gebenen Kreises gehenden und die Hfilfslinien EP und GF berüh- 
renden Kreise O die Radien OE und ÜG nach den Berührungs- 
punkten nnd den Radius ÜM nach dem Mittelpunkte des gegebenen 
Kreises, so ist EF || AB (Constr.) 

OE _L EF (243) , 
folglich OL_LAB (25, Z.) 

EL = dem Radius des gegebenen Kreises (Constr.), 
daher OE- — 'EL=OL = dem Unterschiede der Radien des Kreises 
O und des gegebenen; der mit diesem Unterschiede oder mit OL 
als Radius concentrisch mit Kreis O beschriebene Kreis berührt 
mithin die gegebene Gerade AB in L (242 ) und aus ähnlichen 
Gründen auch die gegebene CD in N. Nun ist auch OS ein Radius 
dieses Kreises, indem ihn die Gerade OM in S schneidet, also 
OS = OL 

= OE — EL 
= OM— EL 
OS = OM — MS, 

folglich MS = EL ^ dem Radius des gegebenen Kreises, 

und daher OM = OS + MS, d. h. die Summe der Radien 

des mit Kreis 0 concentrisch beschriebenen Kreises und des ge- 
gebenen ist gleich der Entfernung ihrer Mittelpunkte; mithin be- 
rühren sich beide Kreise, nnd zwar von aussen (263, Anmk.); der 
erstere ist demnach ein Kreis, welcher den Anforderungen der Auf- 
gabe genügt. 

Man ziehe ferner in dem durch den Mittelpunkt des gegebe- 
nen Kreises gehenden und die Hülfslinien HJ und KJ berührenden 
Kreise P die Radien PH und PK nach den Berührungspunkten 
und den Radius PM nach dem Mittelpunkte des gegebenen Kreises, 
so ist HJ II AB (Constr.) 

PH J_HJ (243), 

folglich die bis AB verlängerte PH, d. i. PQ _L AB (25, Z.) 

HQ = dem Radius des gegebenen Kreises (Constr.), 
daher PQ s PH -f- HQ xc der Summe der Radien des 

15* 
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Kreises P tind des gegebenen; der mit dieser Summe oder mit PQ 
als Radius concenlrisch mit Kreis P beschriebene Kreis berührt 
mithin die gegebene Gerade AB in Q (242) und aus ähnlichen 
Gründen auch die gegebene Gerade CI) in R. Verlängert man 
nun PM bis zum Durchschnitt U mit der Peripherie dieses Kreises, 
so ist auch PU ein Radius desselben und 
' PU = PQ 

= PH + HQ 
PU = PM + MU, 
folglich PH + HQ = PM + MU 

PH = PM (als Radien des Kreises P) , 
mithin MU = HQ = dem Radius des gegebenen Kreises, 

daher PM = PU — MU , d. h. der Unterschied der 

Radien des mit Kreis P concentrisch beschriebenen Kreises und des 
gegebenen ist gleich der Entfernung ihrer Mittelpunkte; mithin be- 
rühren sich beide Kreise, und zwar von innen (263, Anmk.); der 
erstere ist demnach ein Kreis, welcher den Anforderungen der Auf- 
gabe genügt ; w. z. b. w. 

659. Einen Kreis zu beschreiben, welcher durch einen gegebe- 
nen Punkt geht, eine gegebene Gerade und einen gegebenen 
Kreis berührt. 

Auflösung. Man ziehe im gegebenen Kreise K(Fig. 497.) 
denjenigen Durchmesser DE, welcher (nöthigenfalls verlängert) die 
gegebene Gerade AB in F unter rechten Winkeln schneidet; ver- 
binde, jenachdem die Berührung zwischen den beiden Kreisen eine 
äussere oder innere sein soll, den der gegebenen Geraden entfern- 
teren, D, oder näheren Scheitel, E, des Durchmessers DE mit dem 
gegebenen Punkte C durch die Gerade CD oder CE; schneide vom 
Scheitel des Durchmessers aus auf dieser (nöthigenfalls verlängerten) 
Geraden CD selbst, wenn die Kreise sich von aussen berühren sollen, 
hingegen auf der Verlängerung von CE, wenn sie sich von innen 
berühren sollen, ein Stück DG oder EH ab , welches gleich ist der 
vierten Proportionale (siehe A. 657, Anmk. 1) zu der zuletzt genann- 
ten Linie, dem Durchmesser und der Entfernung seines (zur Auf- 
lösung benutzten) Scheitels von der gegebenen Geraden, also bei 
äusserer Berührung das Stück DG gleich der vierten Proportionale 
zu CD, DE, DP ; bei innerer Berührung das Stück EH gleich der 
vierten Proportionale zu CE, DE, EF ; und beschreibe hierauf nach 
Anleitung von A. 654 zwei Kreise, M und N, welche die gegebene 
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Gerade berühren und durch den gegebenen Punkt gehen, und von 
denen der eine , M , ausserdem noch durch den Endpunkt G der 
einen, der andere, N, durch den Endpunkt H der andern vierten 
Proportionale geht, so sind diese beiden Kreise zwei den Anforde- 
rungen der Aufgabe genügende. 

Beweis. Man ziehe nach dem Punkte L, in welchem Kreis 
M die gegebene AB berührt (Constr.), den Radius ML; verbinde 
L mit den Endpunkten von DG durch die Geraden GL und D\) 
und den Durchschnittspimkt P der letzteren durch die Peripherie 
des gegebenen Kreises mit dom gegebenen Punkte und dem Durch- 
messerscheitel E durch die Geraden CP und EP, so ist 



./ EPD = R (246) 


./DFL =R (Constr.), 

also 

./EPD = ./DFL 


^PDE =./FDL, 

mithin auch 

Zl PED = ./ DLF (38, Z. 2) , 

folglich 

PD:DE = DF:DL (196), 

aber 

CD : DE = DF : DG (Constr.), 

daher 

PD:CD = DG:DL (150), 

und da 

./PDC = ./GDL, 

so ist 

Z1PCD = ./GLD| 

und 

^CPD = ./DGL ( 


^PCD-|-^PCG = 2R| 

^ CPD -f ^CPL = 2R I ^ ’ 


mithin ^GLD oder GLP + ^PCG = 2R 
und ^DGL oder ^CGL-P^CPL = 2R. 

Die vier Punkte C, G, L und P haben also eine solche Lage, dass 
sich eine Kreislinie beschreiben läs.st, welche durch sie hindurch- 
geht (244, Z. 4) ; da aber Kreis M durch die Punkte C, G und L 
geht (Constr.) , so muss er auch durch P gehen und hat demnach 
diesen Punkt mit dem gegebenen Kreise gemeinschaftlich. Zieht 
man nun die Radien MP und KP, so ist 
ML_LAB (243) 

DF _L AB (Constr.), 
daher ML || DF (26, Z.), 

folglich ^MLP = ^KDP (25) 

./MLP = ./MPL I 
zlKDP = Z.KPDj 
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mithin 

^MPL = ^KPD 


^ MPI. + 5IPD = 2R (20) 

folglich 

KPD + JH*D = 2R, 


daher KP undPM eine einzige Gerade (21), und es ist KM=J1P_LPK, 
d. h. die Entfernung der Mittelpunkte der Kreise M und K ist 
gleich der Summe ihrer Radien, mithin berühren sich die Kreise 
von aussen (263, Anmk.), und daher entspricht Kreis M den An- 
forderungen der Aufgabe. 

Man ziehe ferner den Radius NO nach dem Punkte, in wel- 
chem Kreis N die gegebene AB berührt (Constr.); verbinde eben 
diesen Punkt mit dem Durchmesserscheitel E durch die Gerade OE ; 
verlängere OE bis zum zweiten Durchschnitt R mit der Peripherie 
des gegebenen Kreises und ziehe RD, so ist 
^ERD = R (243) 

^OFE = R (Constr.), 
also ^ERD = ^OFE 

^RED = ^OEF (22), 

daher auch ^EDR = ^FOE (38, Z. 2), 

folgUch RE : DE = EF : OE (198), 

aber CE : DE = EF : HE (Constr.) , 

mithin RE ; CE = HE : OE (150). 

Es haben also die vier Punkte C, O, H und R eine solche Lage, 
dass sich eine Kreislinie beschreiben lässt, welche durch sie hindurch- 
geht (251, Z. 2); da nun Kreis N durch die Punkte C, O und H 
geht (Constr.), so muss er auch durch R gehen und hat demnach 
diesen Punkt mit dem gegebenen Kreise gemeinschaftlich. Zieht 
man nun die Radien NR und KR, so ist 
NO_LAB (243) 

KE _L AB (Constr.), 
daher NO || KE (26, Z.), 

folgUch ^ NOR = ^ KER (25) , 

aber ,^£NOR = ./NRO I , 

und ^KER = KRE j 

mithin .^£NRO=^KRE. 

Da nun beide Winkel ihren Scheitelpunkt R und einen Schenkel 
RO gemeinschaftlich haben und beide auf derselben Seite dieses 
Schenkels liegen, da ferner die beiden andern Schenkel nach einerlei 
Richtung vom Scheitel auslaufen, so müssen die letzteren offenbar 
Zusammenfällen; NR und KR bilden also_eino einzige Gerade, und 
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es ist NK = Nß — KR, d. h. die Entfernung der Mittelpunkte der 
Kreise N und K ist gleich dem Unterschiede ihrer Radien; mithin 
berühren sich die Kreise von innen (263, Anrak.); Kreis N ent- 
spricht demnach den Bedingungen der Aufgabe; w, z. b. w. 

Anmerkung. Nachdpm bewiesen ist, dass die vier Punkte Cy 0. H und R 
eine solche Lage haben, dass sich eine Kreislinie beschreiben lässt, welche 
durch sie hindiiicbgeht, so bedarf die Behauptung, dass Kreis N, da er durch 
drei jener Punkte gehe, auch durch den vierten R gehen müsse, streng ge- 
nommen aocb eines Beweises ; derselbe ist jedoch sehr leicht und mag hier 
sowohl für obige, wie für frühere uml spätere Aufgaben seinen PlaU finden. 
Angenommen Kreis ^ ginge nicht durch den Punkt H, sondern durch einen belie- 
bigen andern D, so wäre COND ein Kreisviereck, daher die Siinnne der gegennln r- 
liegenden Winkel bei 0 und D gleich zwei Rechten (275). Da nun die Scheitel- 
winkel hei K einander gleich (22) und nach obigem Beweise ER : CE » HK :0C, 
so ist L ERC = L EDO | 

und ERIl =*= / OCH ( 

also L HHC = L EHÜ 4- ^ OCH, 

folglich L HRC + L HOC *= 2R (38) , 

mithin wäre /.HRC = Z. ÜDC, was aber nicht möglich ist, da 

Z. HHC kleiner sein muss als Z. HDC (38, Z. l); die Kreislinie kann mithin 
nicht durch einen andern Punkt gelK*n, wenn sie nicht gleichzeitig durch den 
Punkt R gehl. 

660. Einen Kreis zu beschreiben, welcher eine gegebene Ge- 
rade und zwei gegebene (ungleiche) Kreise berührt. 

Auflösung. Man ziehe mit der gegebenen Geraden AB 
(Fig. 498.) eine Parallele CD, welche von ihr um den Halbmesser 
des kleineren Kreises K entfernt ist; beschreibe concentrisch mit 
dem grösseren Kreise einen Kreis, dessen Halbmesser OG gleich 
dem Unterschiede der Radien der gegebenen Kreise ist; construire 
hierauf nach Anleitung von A. 6.Ö9 einen zweiten Kreis, welcher 
den ersten Hülfskreis und die Parallele CD berührt, ersteren in G, 
letztere in H, und durch den Mittelpunkt K des kleinem der ge- 
gebenen Kreise geht; endlich beschreibe man concentrisch mit dem 
zweiten Hnlfskreise einen Kreis, dessen Halbmesser gleich ist dem 
Unterschiede der Radien des eben genannten und des kleinern der 
gegebenen Kreise, so ist der zuletzt construirte Kreis ein den Be- 
dingungen der Aufgabe entsprechender. 

Beweis. Man ziehe die Axen MO, MK und im zweiten 
Hülfskreise den Radius MH nach dem Punkte, in welchem er die 
Parallele CD berührt (Constr.) ; bezeichnet man ferner die Durch- 
schnittspunkte jener Axen dvirch die Peripherieeu der gegebenen 
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Kreise mit L und F , so ist OL ein Eadius des grossem , KF ein 
Eadius des kleinern und : 

OL — KF = OG (Constr.) 

= OL— GL 

folglich GL = KF. 

Da MH _L CD (243) und AB in E schneidet, so ist EH = 
der Entfernung des Punktes E von CD (29, Zus. 1) und da CD 
II AB (Constr.), so ist EH = der Entfernung zwischen AB und 
CD (31) = KF (Constr.), mithin 
GL = KF = EH 

aber MG = MK = MII (als Radien desselben Kreises) 

folgüch MG — GL = MK — KF = MH — EH 

oder ML = MF = ME. 

Diese drei Geraden sind demnach Radien des zuletzt beschrie- 
benen Kreises. 

Nun ist MO — OL -p ML, d. h. die Entfernung der Mittel- 
punkte des eben genannten und des griissern gegebenen Kreises 
ist gleich der Summe ihrer Radien; ebenso ist MK = KF-f-MF, 
d. h. die Entfernung der Mittelpunkte des ersteren Kreises imd des 
kleineren gegebenen gleich der Summe ihrer Radien; folglich W'er- 
den die gegebenen Kreise durch jenen gleichartig , d. h. beide zu- 
gleich und zwar von aussen berührt (263, Anmk.). Da ferner 
AB II CD (Constr.) 

MH_L CD (243), 

so ist ME _L AB (25, Zus.). 

Mithin berührt der in Rede stehende Kreis auch die gegebene 
Gerade AB (242); derselbe entspricht also den Bedingungen der 
Aufgabe und ist somit der verlangte; w. z. b. w. 

Anmerkung 1. Zieht man die Parallele auf der den gegebenen Kreisen abge- 
kehrleu Seite der gegebenen Geraden und beschreibt den ersten Hülfskreis (den 
mit dem grösseren gegebenen cuncentriseben) mit einem Halbmesser gleich dem 
Unterschiede der Hadien der gegebenen Kreise, den zneitcii Hülfskreis (welcher 
durch den Mittelpunkt des kleineren gegebenen gebt) aber so, dass er den er- 
sten von aussen berührt ; wenn man also die Coiistruction ganz so ausfübrt, 
wie sie in obiger Auflösung angegeben ist, und wie sie Fig. 498 zeigt, so be- 
riihrl der in der Aufgabe verlangte Kreis die gegebenen gleichartig von aus- 
sen . . . . A. 

Heschreiht man dagegen .len ersten Hülfskreis mit einem Halbmesser gleich 
der Summe der Kadien der gegebenen Kreise und den zweiten Hülfskreis so, 
dass er den ersten von innen berührt, so ist die Berührung des gesuchten mit 
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lieh geßebrnen Kreisun iingMcbertig , wiul zwfir winl der grössere von »iinei», 
der kleinere von ansson berührt . . . . U. 

Zieht man ferner die Parallele ’anf der den gegebenen Kreisen zngekehrteii 
Seite der gegeheiicji Geraden und beschreibt den ersten lliilfskreis mit einem 
Halbmesser gleich dem rntersehiede der Uadien der gegebenen Kreise, den 
zweiten Hulfskrcis jedoch so, dass er den ersten von innen iM^ruhrt, so ist die 
Üernhning des gesuchten milden gegebenen Kreisen. gleichartig von innen.... G. 

Hesebreiht man dagegen den ersten ilnlfskreis mit einem Halbmesser gleicli 
der Snmine der Radien der gegelx>nen Kreise, den zweiten lliilfskreis Jedoch 
so, dass er den ersten von aiisscn hernhrl, so ist die Henihniiig des gesuch- 
ten mit den gegebenen Kreisen ungleichartig, und zwar wird der grössere von 
aussen, der kleinere von innen bernhrt . . . li. 

Aus Vorstehendem ergibt sich detntiacb, dass cs gleichgültig ist, auf welcher 
Seile der gegebenen Geraden man die Parallele zieht. 

Im Ganzen lassen sich vier kreise beschreilMMt , welche den Anforderungen 
iler Aufgabe Genüge leisten. Die Beweise für alle >ier Fülle sind eiiiHiidei ganz 
ähnlich. 

Anmerkung 2. Die Anllösnng kann nun auch derartig geschehen, dass die 
Entfernung der Parallele von der gegebenen Geraden nicht wie oben gleich dem 
Halbmesser des kleineren, sondern gb*ich dem des grosseren der gegebenen 
Kreise genommen wird; alsdann ist der erste llnifskieis coiiceiilii.scli. nicht 
mit dem grösseren, sondern mit dem kleineren, und der zweite Hnifskreis so 
zu beschreiben, dass er diireh den Mitteipnnkl des grösseren der gegebenen 
Kreise geht. Die vier Kreise, die man auf diese Weise erhalt, sind aber kei- 
neswegs etwa vier andere, sondern, wie man sich leicbl überzeugen kann, ganz 
dieselben der ersten Aullösung; und zwar wird der in Anmerkung 1 miler A 
naher hezeichiiele Kreis erhallen: 

wenn inan die Parallele auf der den gegebenen Kreisen ahgekchrten Seite der 
gegebenen (ieraden zieht nml den ersten Hulfskrcis mit einem Halbmesser 
gleich dem Unterschiede der Radien der gegebenen Kreise, den zweiten Hülfs- 
kreis aber so beschreibt, dass er den ersten von innen berülirt. 

Den in Anmerkung 1 unter B naher bczeiclinelen Kreis erhall man: 
wenn inan die Parallele auf der den gegebenen Kreisen ziigekehiieu Seile der 
gegebenen Geraden zieht und den ersten Hulfskrcis mit einem Halbmesser gleich 
der Snmine der Hadien der gegelM’iiei» Kreise, den zweiten Hülfskreis aber so 
beschreibt, dass er den ersten von aussen berülirt. 

Den in Anmerkimg 1 unter C naher bezeichneten Kreis erhalt man: 
wenn man die Parallele auf der den gegebenen Kreisen ziigekehrten Seite der 
gegebenen Geraden zieht und den ersten Hülfskreis mit einem Halbmesser gleich 
dem Unterschiede der Hadien der gegebenen Kreise, den zweiten Hülfskreis 
aber so beschreibt, dass er den ersten von aiissen berührt. 

Den in Anmerkung 1 unter D naher bezeichneten Kreis endlich erhalt man: 
wenn man die Parallele auf der den gegebenen Kreisen abgekehrten Seite der 
gegebenen Geraden zieht und den ersten Hülfskreis mit einem Halbmesser gleich 
derjSumme der Radien der gegebenen Kreise, den zweiten Hülfskreis aber so be- 
schreibt, dass er deu ersten von innen berührt. 
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G61. Einen Kreis zu beschreiben, welcher drei gegebene (un- 
gleiche) Kreise berührt. 

Auflösung. Man beschreibe mit dem grössten Mj (Fig. 499.) 
und dem mittleren Mj der gegebenen Kreise zwei andere concen- 
trisch, deren Halbmesser einzeln gleich dem Ueberschusse des Halb- 
messers jedes der genannten Kreise selbst über den des dritten 
(kleinsten) M, ; construirc hierauf nach Anleitung von A. 657 einen 
dritten Hülfskreis , welcher die beiden ersten berührt und durch 
den Mittelpunkt des kleinsten der gegebenen Kreise geht, und be- 
schreibe nun concentrisch mit dem dritten Hülfskreise einen Kreiff 
M, dessen Radius gleich ist dem Unterschiede der Radien des drit- 
ten Hülfskreises und des kleinsten der gegebenen, so ist dieser 
Kreis M ein solcher, der den Bedingungen der Aufgabe entspricht. 

Beweis. Zieht man die Axen MM, , MMj , MMj , bezeich- 
net die Punkte, in welchen sie die Peripherieen der gegebenen 
Kreise schneiden, beziehungsweise mit A, B, C nnd die Punkte, 
in welchen MM, und MM 3 die Peripherieen der zwei ersten Hülfs- 
kreise schneiden, beziehungsweise mit D und E, so ist: 

MM, = dem Radius des dritten Hülfskreises (Constr.) 

M, A — dem Radius des kleinsten gegebenen Kreises (Constr.) 

mithin 

MM, ■ — M,A = dem Radius des zuletzt beschriebenen Kreises- M 
MM, — M,A = MA, [(Constr.) 

folglich MA ein Radius des Kreises M. 

Da nun MM, =MA-J-M,A, d. h. da die Entfernung der 
Mittelpunkte der Kreise M und M, gleich der Summe ihrer Radien 
ist, so berühren sich die Kreise von aussen (263, Anmk.). Ferner 
ist MjD == M,B — M, A (Constr.) 

M.,D = M,B — BD, 

folglich BD == M,A = dem Radius des kleinsten gegebenen Kreises 
MD = dem Radius des dritten Hülfskreises (Constr.), daher 
MD — BD = dem Radius des Kreises M (Constr.) 

= MB. 

Da nun MM, = MB -t- M,B, d. h. da die Entfernung der Mit- 
telpunkte der Kreise M und M, gleich ist der Summe ihrer Radien, 
so berühren sich die Kreise von aussen (263, Anmk.). 

Auf ganz ähnliche Weise zeigt man, dass Kreis M auch den 
grössten gegebenen Kreis M, von aussen bwührt; Kreis M ist also 
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ein solcher, welcher den Bedingungen der Aufgabe entspricht; 
w, z. b. w. 

Anmerkung 1. Liegen die drei Kroise ganz aiissereinander, so 

lassen sich im Ganzen acht den Anrordeningen der Anfgab«^ entsprechende 
Kreise bcsLbreil»en : 

\ I Hi’Mlueibt man den ersten llrilfskreis mit einem Halbmesser gleich ilem 
rnlersfhicde der Radien von Kreis M, und M, ; den zweiten Hnifskreis 
mit einem lialbinesscr gleich dem l'nlerschiede der Radien \on Kreis M| 
mid Mj ; den dritten Hiiirskreis s«. dass er die beiden ersten von ansser- 
halb beriibrl; so berührt Kreis M die gegebenen gleichartig vuii aussen. 

2) Resebreibt man die beiden ersten llnirskieise wie in I ; den drillen aber 
so, dass er jene von innen lH*rulirt, so berührt Kreis M die gegebenen 
gleichartig \on innen. 

He^ehreibi man den ersten Hnifskreis mit eii;eni Halbmesser gleich der 
'^nmnic der Radien von Kreis M, und >1^; den zweiten mit einem Halb- 
messer gleich der Summe der Radien von Kreis M| und Mj; den dritten 
so, dass er die l>eideH ersten von aussen benibrt, so berubrl Kreis M die 
gegebenen nngleichartig^ und zwar M, von innen, M* und Mj von aussen. 

4) Beschreibt man die beiden ersten HtilfskreUe wie in 3, den dritten aber 
so, dass er jene von innen beriibrl, so beriilüi Kreis M die gegebenen 
iingleicliHrtig, mul zwar M, von aussen, M, und Mj von innen. 

5) ßeschreiht man d»m ersten Hul/skreis mit einem Halbmesser gleich der 

Summe der Radien von M| mid den zweiten mit einem Halb- 

messer gleich ilem Unterschiede der Radien von M, und M3 ; den dritten 
so. dass er den ersten von innen und den zweiten von aussen berührt, 
so heriihrt Kreis M die gegebenen nngieiebartig, und zwar von innen, 
M, und M3 von aussen. 

6) Beschreibt man die beiden ersten Hnlfskreise wie in T), den drillen aber 
so, dass er den ersten von aussen und den zweiten von innen berubrl, 
so herübrl Kreis M die gegebenen imgleicbariig , und zwar M2 von aus- 
sen, Mj und. M3 von innen. 

7) Beschieiht man ilen ersten Hulfskreis mit einem Halbmesser gleich dem 
Unterschiede der Radien von M, und Mj, »len zweiten mit einem Halb- 
messer gleich der Summe der Radien von M, und AI3, den dritten so, 
dass er den ersten von aussen und den zweiten von innen beriibrl, so 
berührt Kreis M die gegebenen nngieiebartig, und zwar M3 von innen, 
M| und M3 von aussen. 

9>) Beschreibt man die beiden ersten Hnlfskreise wie iu 7, den dritten so, 
dass er den ersten von innen und den zweiten von aus.sen benihrt, so 
berührt Kreis M die gegebenen nngieiebartig, nnd zwar M3 von aussen, 
Mi und von innen. 

Die Beweise für die Falle von 2 — 8 sind dem oben geführten des ersten 
Kalles ganz ähnlich. 

Anmerkung 2. Ks ist gleichgültig, welclien der drei gegebenen Kicise man 
tiennlzt, um durch seinen Mittelpunkt die Kreislinie des dritten Hülfskreises zu 
ziehen ; selbstredend werden die lieidcn ersten Hiilfsjtiei'^ cniicentrisch mit den 
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(»cideii gegebenen Kreisen bescbrieben, durcb deren Mittelpnnkt der dritte Hulfs- 
kreis nicht gehl. Unrcli solche Verändern ugen in der Auflösung erhält man 
aber nicht neue, sondern stets einen |oder den andern der in Anmerkung 1 
naher be^eiebneten Kreise. 

Aninerkniig 3. Es lassen sich nicht in allen Fallen acht Kreise beschreiben; 
ihre Zahl richtet sich nach der gegenseitigen Lage der gegebenen Kreise. Wenn 
z. B. ein jeder derselben die beiden andern von innen beruhrl, so ist nur ein 
einziger Kreis möglicb; wenn jeder die beiden andern von aussen berührt, so 
sind mir zwei Kreise inöglidi ; wenn sieb zwei scbueidcu und der drille ganz 
atisseriialb derselben liegt, ohne ilinon zu begegnen, so lassen sieb im Ganzen 
fünf Kreise beschreiben, ii. s. w . 

Anmerkung 4. Eine andere Lösung imsc?rer Aufgabe, welche vor der hier 
niitgelbeilten den Vorzug bat, dass sie imaldiangig vou allen früheren verwand- 
ten Aufgaben ist, ergibt sicli umiiittelUir aus den früheren Lehrsätzen A. Ölö 
und 010^; denn auf Grund dieser hat man nur nöthig, den gemeinschaftlichen 
DurchscImittsjMiukt der drei l‘otenziiuien der gegebenen Kreise mit den Durch- 
schniltspnnkten ihrer äusseren und inneren Aelinlichkeibpolareu durch gerade 
Linien zu verbinden. Von den Punkieii, in denen diese Geraden die Feripbe- 
rieen schneiden, sind jc drei entsprechende die Berührungspunkte eines Krei- 
ses, welcher den Bedingungen der Aufgabe genügt. 

Anmerkung 5. Die beiden bekaimlen Aufgaben, auf denen unmittelbar die 
Cunstruclion eines Kreises um und in ein gegebenes Dreieck beruht, nebst den 
acht in den vürhergeheuden ISummern 653, 654, 656—661 niitgetheilteu, ma- 
chen den Inhalt des sogenannten Apolloniatiischen Frobieins von den Berüb- 
rungen aus. Apollunius behandeile dieses Problem in einer besonderen, aus 
zwei Büchern bestehenden Schrift, welche den Titel: thqI inaifoiv führte, 
die aber gleich so manchen andern schätzenswerlhen Arbeiten desselben, so 
wie anderer ausgezeichneter griechischer Mutheniatiker verloren gegangen ist. 
Die Hülfssätze zu den einzelnen Fällen des Problems, die uns Pappus im sie- 
benten Buche seiner mnlheinatiscben Sanmilungen nufbewahrl hat, sind auch 
darum sehr schälzeiiswerlh für uns, weil sic näheres Licht über die Beband- 
liingsweise des Apulloniiis verbreileii. .Nach ihnen darf man mit Grund ver- 
mnthen, dass die von uns un Vorhergehenden gegebenen Auflösungen in der 
Hauptsache mit den von Apoliuniiis gegebenen iibereiiistimmen. 

662* Wenn drei Punkte gegeben sind, einen Kreis au beschrei- 
ben, dessen Peripherie von jedem derselben eine vorgeschrie- 

• bene Entfernung hat. 

Auflösung. Man beschreibe ans jedem der gegebenen 
Punkte als Mittelpunkt mit der für ihn von der Peripherie des ge- 
suchten Kreises vorgeschriebenen Entfernung als Kadius einen 
Kreis und construire nun nach Anleitung von A. 661 einen Kreis, 
welcher jene drei berührt, so ist dies der verlangte. 

Beweis folgt unmittelbar aus der Construction in Verbin- 
dung mit 263, Anmk. 
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Anmerknng. Diese Aufgabe kann als eine Verallgemeinerung der vorhergehen- 
den Iwlrachlel werden. 


6G3. Einen Kreis zu besehroilren , der durch zwei gegebene 
Punkte gellt und einen der Grösse und Lage nach gegebenen 
Kreis so schneidet, ilass die geineinscliat'tliche ISeline eine vorge- 
scliriebene Länge hat. 

Auflösung. Man bestimme auf der Peripherie des gege- 
benen Kreises K (Fig. 500.) nach Anleitung von A. 655 den Punkt 
E, für w-elchen GH || AB, der» Verbindungslinie der gegebenen 
Punkte; ziehe durch jenen Punkt eine Tangente an den gegebenen 
Kreis und verlängere sie und nöthigenfalls auch AB, bis sic sich in 
F schneiden ; ziehe hierauf nach Anleitung von A. 646 von F aus 
eine Gerade, welche den gegebenen Kreis für die vorgeschriebene 
Länge CD schneidet, und be.schreibe endlich einen Kreis, welcher 
durch die drei Punkte A, B und C geht, indem man auf AB und 
BC in ihren Halbirungspunkteu Senkrechte errichtet und deren 
Durchschiiittspunkt als Mittelpunkt und seine Eutfernnng von einem 
der drei Punkte als Halhmesser nimmt , so ist der so erhaltene 
Kreis M der verlangte. 

Beweis. Man ziehe AG und Bü, so ist 


GH II BF (Constr.) 


mithin 

züEBF = ZlEHG (25) 


EHG = Z.AFF (247 

folglich 

»/EBP = AEF 


»/EFB = zlEFA 

also auch 

^BEF = »/ EAF (.38, Z. 2> 

daher 

BF: EP = EF:AF (196) 

aber 

DF : EF = EF : CF (2.')9, Zus. 1) 

folglich 

BF: DF = CF: AF (150 und 152) 


Z.m\) = .^AFC 


) 


mithin ^ DBF oder ^ DBA = ^ACF 


und zlBDF oder Z.BDC = FAC 
aber ^ ACF -p ^ ACD = 2K 

und ^ FAC -p ^ BAC = 2K 

./DBA-P^ACD = 2R 
und ^ BDC -p ^ BAC = 2R, 


(1J8; 

(2UJ, folglich auch 


mitliin ABCD ein Kreisviereck (244, Z. 4). 

Da nun Kreis M durch die Punkte A, B und C geht (Constr. 
• und A. 21 und A. 21, Zus.}, so muss er auch durch den Punkt D 
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gehen und entspricht demnach den Anforderungen der Aufgabe; 
w. z. b. w. 

A tiiiier k u iig 1. D.i man viim l’iiiiklc K aus zwei Goracle nach eini'iii Kreise 
ziehen kann, welche cinainler gleich sind (2öü, Zns. ö) und gleiche Entfer- 
nung vom Milteipnnkle lialn-n (2r>Ü} ; so lassen sich auch zwei Gerade ziehen, 
welche ilen gegelienen Kreis fiir die vorgi'schriebeiie l.änge schneiden und dem- 
zufolge zwei Kreise lieschreilien , welche den Dedingnngen der Aufgabe ge- 
nügen. 

Anmerkung 2. Zieht man von E ans die zweite Tangente Kl. == EK an den 
gegebenen Kreis, verhimlel ilen Ilerhhrimgs|innkt I. niil den gegebenen, ver- 
längert diese Verbindenden, bis sie die l’eripherie znm zweiten Male in I) und 
I’ schneiden und zieht III*, so ist: 

liK : EK = EF : AK 
EK=KL 


also 

BK : LK = I.K ; AK 
BKI. = / AKL 

folglirli 

Z. BI.K = .i KAI. (198) 
Z. ni.K-t- £ PI.K=2R j 
L KAL -b / BAI.=2R ) 

mithin 

P1.K = ./ BAI. 
£PLF=4PI)I. (247) 

also 

^BAI. = ./ PDL 

folglich 

UP 11 AB(2ö). 


Wie E der eine, so ist also I, der andere Punkt (A.C55, Anmk, 2) auf der 
Periiiheiie des gegebenen Kreises, durch welchen zwei Sehnen AI) und BP .so 
gezogen sind, dass sie einzeln dnreh die gegebenen Punkte gehen, und dass 
die ihre nicht gemeinschaftlichen Endpunkte verbindende Gerade parallel ist der 
durch ilie beiden gegebenen Punkte bestimmten Geradeti AB. Die durch den 
Punkt 1. an den gegebenen Kreis gezogene Tangente schneidet demnach die 
verlängerte AB iti demselben Punkte K, wie die Tangente EK, und cs ergibt 
sich hieraus, dass, wenn man anstatt des Punktes E den Punkt I. zur Cou- 
stinction benutzt, man nicht zwei neue, sondern dieselben zwei Kreise erhalt, 
wie in obiger Auflösung. 

664. Durch einen innerhalb eines Kreises gegebenen Punkt 
eine Sehne so zu ziehen, dass die beiden Stücke, in welche sie 
in diesem Ihinkte getheilt wird, einen vorgeschriebenen Län- 
genunterschied haben. 

Auflösung. Man ziehe durch den gegebenen Punkt A 
(Fig. 501.) den Durchmesser BAH; schneide vom Mittelpunkte M 
aus das Stück MC = AM ab ; beschreibe aus A als Mittelpunkt mit 
dem vorgeschriebenen Längeiiunterschied als Radius einen Kreis; 
ziehe an denselben vom Funkle C aus eine Tangente CG ; verbinde 
den Mittelpunkt des Hülfskreises mit dem Berührungspunkte der 
Tangente durch die Gerade AG und verlängere sie nach beiden • 
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Seiten, bis sie die Peripherie des gegebenen Kreises in D und E 
schneidet, so ist DE die gesuclite Seime. 

Beweis. Man falle aus dem Mittelpunkte des gegebenen 
Kreises die Senkrechte MF auf die Sehne DE, so ist, da auch 
CG _L DE (243) 

MF t| CG (26, Zus.) 
folgUch AM : MC =r AF: FG (19.5) 

AM = MC (Constr.) 

mithin AF = FG (149) 

aber EF = FD (248) 

daher: AE = GD 

also auch : AD — AE = AD — G D • 

= AG 

= dem vorgeschriebenen Längeuun- 

terschied (Constr.). 

Es haben demnach die beiden Stücke AE und AD, in welche 
die durch den gegebenen Funkt A gezogene Sehne DE durch die- 
sen l^unkt getheilt wird, den vorgeschriebenen Längenunterschied; 

folglich ist DE die verlangte Sehne; w. z. b. \v. 

Anmerkung 1. Ans 24t) fiilgl nnniiltellKir, ilnss sich im Uauzen zwei Sehnen 
ziehen lassen, welche den Anrurdernngeii der Autgahe enls|irechen. 

Anmerkung 2. Maclil man AO>=AH, so ist: 

AH — AH = AH — Alt 
= HO. 

Ks ist aber AH die grösste und AI! die kleinste Linie, welche man vom 
Punkte A ans nach der Peripherie des gegelnnten Kreises ziehen kann (240) ; 
hieraus folgt, dass, wenn der Leherschuss des llnrchmessers uher den vorge- 
scbriehenen l.ängennntersehied kleiner ist, als das Doppelte der kleinsten Linie 
die sich vorn gegebenen Punkte aus nach dem L'nlkreise ziehen Lasst, oder, was 
dasselhc ist, wenn der vorgesch riehen« Laiigenunterschied grosser ist, als der 
Unterschied zwischen dem Durchmesser des Kreises und ilem Doppelten der 
kleinsten Linie, welche man vom gegehenen Punkte aus nach dem Umkreise 
ziehen kann, die Lösung der Anfgalie eine Unmöglichkeit wird. 

Anmerkung 3. Wenn der gegebene Punkt aiisserhalh des Kreises liegt, etwa 
wie K, und es wäre also DK die verlangte Sehne, su wurden die einzelnen 
•Stücke, in welche sic (verlaugeit) der gegebene Punkt Iheille, DK und KK 
vein ; also rler vorgeschriehene Langrumntei-schierl wäre in diesem Falle: DK — 
F.K iE= DK, und man haUe sumit die frühere Aufgabe A. D4D. 

665. Durch einen iunerlialb eines Kreises gegebenen Punkt 
(A Fig. 502.) eine Behne (DE) so zu ziehen, dass die Stücke, 
in welche sie in demselben getheilt wird, ein vorgeechriebenes 
• Yerhältuiss zu einander haben. 
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Auflösung. Man ziehe durch den gegebenen Punkt den 
Durchmesser BAH ; nehme AM so , dass BA : AM gleich dem vor- 
geschriehenen Verhältnisse; suche hierauf zu AM und AH die mitt- 
lere Proportionale (Biehe A. 054, Anmk. 1) = AG ; beschreibe aus 
A mit AG als Badius einen Kreis; verbinde dessen Durchschnitts- 
punkte D und D, mit der l’eripherie des gegebenen Kreises mit 
dem gegebenen Punkte durcli die Geraden AD und AD, und ver- 
längere sie bis zu ihren zweiten Durchschnitten E und E, mit dem 
Umkreise des gegebenen Kreises, so sind DE und D,E, zwei Seh- 
nen, welche den Bedingungen der Aufgabe entsprechen. 

Beweis. Es ist : 

AH : AG = AG : AM (Constr.) 

AG = AD (als Radien), • 

daher AH : AD = AD : AM 

AH : AD = AE : AB (251, Zus. 1), 
folglich AD : AE = AM ; AB 

= das gegebene Verhältniss (Constr.); 
mithin ist DE die in der Aufgabe verlangte Sehne; w. z. b. w. 

Aehnlich ist der Beweis, dass auch D, E, eine solche Sehne ist. 

Anmerkung 1. I.icgt (tcr gcgcliene l'mikt iiiisserhnlh des Kreises, wie k, so 
ziehe man den Dnrcliinc.^.ser Kflll; nehme KM so, dass Ktl:KM ^ dem vor- 
geschriebenen Verlmitniss; mache Kl, = Kl,| = KK = der mittleren 1‘ropor- 


lionalp 

zu KM und 

KH; 

so ist 



KH 

: KK 

= KK: 

KM 



KF 

= KL 


also 

KH 

Kl. 

= KL 

KM 


KH 

Kl, 

= KO 

: KB (2515, Zns. 1), 

daher 

KL 

KO 

- KM 

KB = das gegebene Verhältniss, 

ebenso 

KL, : 

KO, 

= KM 

KB. 


Ks ändert sich also nichts Wesentliches, wenn der gegebene Punkt ansser- 
halh des Kreises liegt; die Aufgabe würde alsdann lauten: Von einem aiisser- 
h.ilh eines Kreises gegebenen Punkte eine Schneidende so zu ziehen, dass die 
zwischen dem Punkte und ihren Dnrehschnitten mit dem Umkreise enthalte- 
nen Stücke derselben ein vorgcschricheiies Verhältniss haben. 

Anmerkung 2. Ila Aß die kleinste, AH die grösste {,inie ist, welche man von 
dem gegebenen Punkte nach dem Umkreise, ziehen kann (249), so folgt hier- 
aus, dass das vorgeschriehenc Verhältniss das von AB : AH nicht an HrAsse 
iiberschrciten darf, damit die Anfgahe nicht unmöglich werde. 

666. "Wenn zwei Punkte in der Peripherie eines Kreises gege- 
ben sind, einen dritten zu finden, dessen Entfernungen von den 
gegebenen ein vorgeschriebenes Verhältniss haben. 
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Auflösung. Man verbinde die gegebenen Punkte A und 
B fFig. 5o3.) durch eine Gerade; tbeile diese Sehne in C nach dem 
vorgescliriebenen Verhältnisse; verbinde diesen 'l’lieilpunkt mit dein 
Hjilbirungs|)unkte D eines der Sehne gehörigen Bogens ADB uud 
verlängere diese Verbindende bis zum Durchschnitt E mit dem 
andern Bogen AGB, sfi Lst der Punkt E der verlangte. 

Beweis. Man ziehe AE und BE, so ist: 
arc. AD = arc. BD (Constr.) 
folglich AED = ./BED (245) 

mithin AE : BE = AC : BC (206;. 

Da nun AC : BC gleich dem vorgescliriebenen Verhältniss 
(Constr.), so ist Punkt E der verlangte; w. z. b. w. 

A II IIIPI'I, II Iif:. M.irhl miiii HF = Af:, so ist AF = HC. ol.-ii HF : AF = AC : HC. 
Zichl mail il.ilicr HF mul »prliiijerl sie, liis sie den l’iiikn-is in (! scliiN'iilet ; 
zielil Ati iiiiil HC, so isl ans gleichen Crfmden wie nheii; 

HG : AG = HF : AF 
= AC : BC. 

Iler Piiiill G i^l inilhiii ein zweiter Punkt, der den Anfiirderungen der Aiif- 
galni enl'|irichl. Halliirl man ferner den Hogen AIIH in II, verliiinlil II mit 
C iinil F lind lerlängert diese Verliiiideiiden, liis sin den l'inkreis in K und J 
seliiieiiieii, so erliült man in den Punkten K iiml J imcli zwei den Beilingnn- 
gcii der Aufgabe fienüge leistende Punkte; der Beweis hierfür ist dem obigen 
ganz ähnlich. * 

Ks la.ssen sich demnach im Ganzen vier Punkte linden, die den Hedingiiiigeii 
der .Aufgabe geniigen. 

CC7. Aus einem der DurchschnitLspunktc zweier sich schnei- 
denden Kreise eine Gerade so zu ziehen , da.ss das zwischen 
den Umfängen beider enthaltene Stück von vorgeschriebener 
Länge ist. 

Auflösung. Man beschreibe über der Centrale AB (Fig. 504.) 
beider Kreise als Durchmesser einen dritten ; trage in diesen von 
einem der Endpunkte des Durchmessers die Hälfte der gegebenen 
Länge als Sehne , AC , ein und ziehe mit derselben durch einen 
der Durchschnittspnnkte der gegebenen Kreise eine Parallele EDF, 
die man beiderseits bis zum Durchschnitt mit den Peripherieen ver- 
längert, so ist diese Parallele EDF die verlangte (Jerade. 

Beweis. Man ftille AU_LEF, ziehe BC und verlängere 
sie, bis sie EF in G schneidet, so ist: 
a/ ACB = R (246) 
also AC _L BG 

EF II AC (Constr.) 

de Niem, Beweise nud Aaflösangen. II. 16 
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folglich 

BG _L EF (25, Zus.) 
AH_L EF (Constr.) 

- mithin 

BG II AH (26, Zus.) 

folglich 

GH = AC (56) 

aber 

DG = ^DF I 
DH = pE ( ^ 

und 

also 

DG -L DH = 4DF pE 

d. i. 

GH = 4EF 

folglich : 

AC = 4EF. 


Da nun AC gleich der Hälfte der gegebenen Länge (Constr.), 
so ist EF gleich der vorgeschriebenen Länge; w. z. b. w. 

Anmerkung 1. Man sieht leiclil, dass sich ini Gatuen vier Gerade ziehen 
lassen, welche den Anfordernngen der Aufgabe genügen, jenachdein man den 
einen oder den andern Endpunkt des Durchmessers henutzt, um die Sehne 
gleich der Hälfte der vorgeschriebencu Länge zu ziehen, und jenachdeni man 
diese Sehne auf der einen oder der andern Seite des Durchmessers in den 
Kreis einträgt. 

Anmerkung 2. Da der Durchmesser die grösste Sehne ist, welche in einem 
Kreise gezogen werden kann (‘2&Ü, Zus. 1), so*^wird die Lösung der Aufgabe 
offenbar unmöglich, wenn die Hälfte der rorgeachriebenen Länge grösser ist, 
als der Durchmesser des Hülfskroises. 

.668. Ein JJreieck zu beaebreiben, das einem (ABC b'ig. 505.) 
von zwei gegebenen gleichflächig und dem andern (BED) ähn- 
lich ist. 

Auflösung. Man trage die beiden gegebenen Dreiecke so 
aneinander an, dass sie eine Ecke B gemeinschaftlich haben, und 
dass eine Seite BE des einen mit einer BC des andern zusammen- 
fällt ; verlängere hierauf die Seite BD , bis sie die aus C mit DE 
gezogene Parallele CF schneidet ; verlängere nun CF bis zum 
Durchschnitt G mit der durch A mit BC gezogenen Parallele AG; 
beschreibe über der so erhaltenen Linie GF als Durchmesser einen 
Halbkreis; errichte auf GF in C die bis zum Durchschnitt mit der 
Peripherie verlängerte Senkrechte CJ ; trage auf CF von C aus 
das Stück CK = CJ auf und ziehe durch K die Gerade KH y BF, 
so ist das so erhaltene ACHK das verlangte. 

Beweis. Man ziehe BG, so ist: 

ABCF A HCK (Constr., 24 und 196), mithin 
ABCF : AHCK = CF, : CK, (205) 
und da CK = CJ (Constr.) 

also auch CK, = CJq 
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HO ist A BCF : A HCK = CF, : C J, 

aber CJ, = CFfCG (Constr. und 252) 

mithin ABCF : A UCK = CF, : CF,CG 

= CF:CG (155, Zu«. 1). 

Ab« A BCF : A BCG = CF : CG (200) 
folglich AHCK = ABCG 

ABCG = AABC (84) 
mithin A HCK = A ABC . . . . 1 . 

AHCK ~ ABCF 
ABED ~ ABCF (196) 
mithin A HCK A BED .... 2. 

Daher ist AHCK das verlangte; w. z. b. w. 

Zusatz. Ein ungleichseitiges Dreieck in ein gleichseitiges 
zu verwandeln. 

Auflösung. Man beschreibe über einer Seite des gegebe- 
nen Dreiecks ein gleichseitiges und constmire nach Anleitung des 
Hauptsatzes ein Dreieck, welches dem letzteren ähnlich und dem 
gegebenen gleichflächig ist. 

Beweis folgt unmittelbar aus dem Hauptsatze. 

669. In einem gegebenen Preiecke drei Tran.sversalen so zu 
ziehen, dass sie einen gemeinschaftlichen Durchschnittspunkt 
haben und je zwei von ihnen Winkel von vorgeschriebener 
Grösse bilden. 

Anmerkung. Die drei gegebenen Winkel inn.ssen iialiirlich immer die Bedin- 
gung erffillen, dass ihre .Siinmie gleieh zwei Hechten ist. 

Auflösung. Man errichte auf einer Seite AB (Fig. 506.) 
des gegebenen Dreiecks in einem ihrer Endpunkte A eine Senk- 
rechte; trage an diese von einem beliebigen Punkte H derselben 
ans denjenigen der drei gegebenen Winkel an , welchen die von 
den Endpunkten der genannten Seite auslaufenden Transversalen 
bilden sollen; ziehe mit dem Schenkel HJ dieses Winkels von B 
aus eine Parallele BK, die man bis zum Durchschnitt mit der 
Senkrechten verlängert und beschreibe nun um das so erhaltene 
Dreieck ABK einen Kreis. Zwei andere Kreise beschreibe man 
um die durch ein dem obigen analoges Verfahren über den Seiten 
AC und BC zu construirende Dreiecke ACL und BCM, in denen 
die den genannten Seiten gegenüberliegenden Winkel ALC und BMC 
einzeln denjenigen der gegebenen gleich sind, welche die von den 
Endpunkten der Seiten auslaufenden Transversalen bilden sollen. 

16* 
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Durch (len gemeinschaftliclien Durcli-schnittspunkt D der drei Kreise 
ziehe man aus den Ecken dos gegcbcueu Dreiecks drei 'l’ransver- 
* salen nach den gegenüberliegenden Seiten, so sind diese Transver- 
salen AE, BF und CG die verlangten. 

Beweis. Da der eine der beiden Durchschnittspunkte je 
zweier der drei beschriebenen Kreise eine Ecke des gegebenen 
Dreiecks (Constr.) und die von dieser Ecke auslaufende gemein- 
schaftliche Sehne ihre Potenzlinic ist (A. 593, Zus. 3), die drei Po- 
tenzlinien aber sich in einem Punkte schneiden (Ä. 594) , so muss 
dieser letztere Durcbschnittspunkt der zweite Durclischnittspunkt je 
zweier Kreise sein ; d. h. die drei Kreise haben einen gemeinschaft- 
lichen Durcbschnittspunkt D. 

Nun ist ^ADB-t-^AKB = 2K (275) 

^ADB -I- Z: ADF = 2K (20) 

mithin ADF = ^ AKB 

BK II HJ (Constr.) 
folglich Z.AKB = .^AlIJ (25) 

daher auch ADF = Z- AHJ 

= demjenigen der gegebenen Win- 
kel, welchen die von den Ecken A und B auslaufenden Transver- 
. salen bilden sollen (Constr.). Aus ähnlichen Gründen ist auch 

ZlADG = ZLALC 
und ztlBDG = zlB.MC. 

Die Transversalen AE, BF und CG schneiden sich also in 
einem Punkte, und je zwei von ihnen bilden einen Winkel von 
vorgeschriebener Grösse, mithin sind dieselben die in der Aufgabe 
verlangten; w. z. b. w. 

670 . Ein Dreieck zu construiren, das einem gegebenen ähnlich 
ist, und dessen Seiten (nöthigonfalls verlängert) durch drei 
gegebene (nicht in gerader Linie liegende) Punkte gehen. 
Auflösung. Man verbinde die drei gegebenen Punkte E, 
F und G (Fig. 50ö.) zu einem Dreieck ; suche in diesem nach An- 
leitung von A. 669 den l'unkt D, in welchem sich drei Transver- 
salen unter den Winkeln des gegebenen Dreiecks, dem das gesuchte 
ähnlich sein soll , schneiden ; ziehe durch einen der gegebenen 
I’unkte, F, eine beliebige Gerade; trage an zwei beliebigen Punk- 
ten derselben, li und O, zwei Winkel an , von denen jeder einem 
der drei Winkel, unter denen sich die Transversalen schneidenj 
gleich ist, also z. B. ^WBF=Z.CDF und zlSOF = BDE; 
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ziehe nun durch (t mit SO und durcli E mit KW zwei Parallelen 
und verliingere sie bis sie sich sowohl , als auch die Gerade KO 
schneiden, so ist das so erhaltene Dreieck ENP das verlangte. 
Beweis. Es ist ^NPE= .^KOS (25) 

= ,/BDE (Constr.), 

^ENP = ^ÜRW (25) 

= ^ CDF (Gonstr.) , 

mithin auch ^ NEP = ^ GDE (20 und 38 ). 

Da nun die genannten Winkel BDE , GDE und GDE einzeln den 
Winkeln des gegebenen Dreiecks gleich sind (Gonstr.), so sind die- 
sen letzteren auch die Winkel des Dreiecks ENP einzeln gleich; 
folglich ist AENI’ dem gegebenen ähnlich (196); und da auch die 
Seiten jenes durch die gegebenen l'uuktc gehen, so ist AENP das 
verlangte; w. z. b. w. 

Anmerkung. 6s Iciiclilct ein, liii.ss, ila die Gerade KO g,niz beliebig gezogen 
ist, unendlich »ielc Dreiecke conslruirl werden können , welche den Anlordc- 
rnngen der Aufgabe geniigen. 

071. Wenn eine gerade Liuie, ausserhalb und zwar auf dersel- 
ben Seite von ihr zwei Punkte gegeben sind, auf erstcrer den 
Punkt zu finden, von welchem aus zwei Linien, nach den ge- 
gebenen Punkten gezogen , mit der Geraden zu beiden Seiten 
AVinkel bilden, die einen vorgesebriebeueu Unterscliied haben. 
Auflösung. Man fälle aus einem der gegebenen Punkte, 
B (Eig. 507.), auf die gegebene Gerade Ol’ eine Senkrechte B('; 
verlängere sie über ihren Eusspunkt hinaus um ihre eigene Länge, 
so dass also BG = GD; verbinde den Endpunkt D dieser Verlän- 
gerung mit dem andern gegebenen Punkte A und beschreibe über 
der so erhaltenen Geraden AD als Sehne einen Kreisabschnitt, 
dessen zugehöriger l’eriphcriewinkel z^ED gleich dem Nebenwinkel 
des vorgeschriebenen Unterschiedes ist, und zwar durch ein Ver- 
fahren , wie solches in der Auflösung zu A. 669 angegeben ist , so 
ist der Punkt E , in welchem der Umkreis die gegebene Gerade 
schneidet, der gesuchte. 

Beweis. Man ziehe BE, so ist 
zl zVEÜ H- Z: AEG = 2 11 (20) 

zl AEG + A GED -f- dem gegebenen Unterschiede = 2K (Gonstr.), 
folglich zl AEO = zl GED -p dem gegebenen Unterschiede. 

Nun ist BG = GK (Gonstr.) 

CE = GE 

Z.BCE = zlECD = E (Gonstr.), 
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mithin ABEO^ACED (45), 

folglich ^ CED = ^ CEB ; daher ist nun auch 

AAEO = ACEB + dem gegebenen Unterschiede 
oder AAEO • — ACEB =: dem gegebenen Unterschiede. 

Mithin entspricht der Punkt E den Bedingungen der Aufgabe; 
w. z. b. w. 

A II m e r k II iig. Weiiu aiislatt lU s t'iitciscliicdes die äiinim« der Winkel gesehen 
ist, so liesclireibe man filier der Verliiiidiingsliiiie AB (Fig 508.) der gegebenen 
l’iinkle als .Sehne einen KreisabseliniU , dessen zugehöriger l’eri|dierie»inkel 
gleich dem ^ehellninkel der lorgeschriebeiien Summe ist, so sind die beiden 
Funkte E und K,, in denen die Feriiiherie die gegebene Gerade UF sehneidel, 
zwei Funkle, welche ilcn Bediiigniigeii der Aufgabe eDtsprechen ; denn es Lst 
^ AEB — dem ^ebenwinkel der vorgescbrieheiien Summe; aber ,^AEB-p 
^ AEO + Z. BEF = l'B, folglieb AEO + zi BEF = der vurgeschrielaMieii 
.Summe. Ein Cileiehes gilt in Betrell' des Fiinktes E,. Es leiiclilet ein, dass 
die Aufgabe in diesem Kalle nur dann zu lösen ist, neun der Kreis die ge- 
gebene Genide sehneidel oder berübri ; hei blosser Berührung erhalt man na- 
türlich nur einen Fiiiikl, welcher den Anforderungen der Aufgabe eiits|iriclil. 

673. Wenn eine gerade Linie und ausserhalb derselben (und 
zwar auf derselben Seite) zwei Punkte gegeben sind, auf ersterer 
den Punkt zu finden , der solche Lage hat, dass die Geraden, 
tvelche ihn mit den gegebenen verbinden , mit der durch die 
letzteren gehenden Linie Winkel bilden, welche einen vor- 
geschriebenen Unterschied haben. 

Auflösung. Man verlängere die Gerade, welche die ge- 
gebenen Punkte A und B (Eig. 509.) verbindet, bis sie dje gegebene 
Gerade in G schneidet -, fälle von einem der gegebenen Punkte, B, 
die Senkrechte BC auf die gegebene Gerade und verlängere sie um 
ihre eigene Länge; verbinde den Endpunkt D dieser Verlängerung 
mit dem andern gegebenen Punkte und beschreibe (durch ein Ver- 
fahren, wie solches in der Auflösung zu A. 669 angegeben) über 
der so erhaltenen Geraden AU als Sehne einen Kreisabschnitt, 
dessen zugehöriger Peripheriewinkel gleich ist dem Nebenwinkel zu 
dem Unterschiede zwischen dem vorgeschdebenen Unterschiede und 
dem doppelten Winkel, den die beiden gegebenen Geraden mit ein- 
ander bilden; so ist der Punkt E, in welchem die Peripherie die 
Gerade GC schneidet, der gesuchte. 

Beweis. Es ist 

AAEG-P AAEB-P ABEC = 2R (20) 

AAED' — 2AAGE-P dem vorgeschriebenen Unterschiede = 211 
mithin [(Constr.), 
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AEG = ^ CED — 2./ AGE + dem vorgeschriebeneu Unterschiede, 
./ CED = ^ BEC (weil ACED 2^ ABEC [Constr. n. 45]), 

also 


A AEG = ^ BEC — 2.AAGE + dem vorgeschriebenen Unterschiede, 
und folglich 

AAEG+2.AAGE — ..ABEC=dem vorgeschriebenen Unterschiede ....1 . 
Nun ist AEBF = ABEG+.=i:BGE » ^ ^ 

und ^EAG = ^AEC-^BGE 1 
AEBF— ZIEAG = ABEG + 2 ^BGE— ^AEC 
= ^ AEG + 2 zl BGE — ^ BEC 


= dem vorgeschriebenen Unterschiede (wegen 1). 
Der Punkt E entspricht demnach den Bedingungen der Aufgabe 
und ist daher der gesuchte. 

673. Ein Viereck zu construiren, welches nach den Ecken und 
Seiten zugleich centrisch ist, wenn eine seiner Seiten und die 
beiden anliegenden Winkel gegeben sind. 

Auflösung. Man halbire die gegebenen Winkel, welche 
der gegebenen Seite AB (Fig. 510.) auliegeu, verlängere die Hal- 
birenden, bis sie sich in E schneiden ; fiüle von diesem Durchschnitts- 
punkte auf die gegebene Seite die Senkrechte EF und beschreibe 
mit derselben als Radius aus E als Mittelpunkt einen Kreis; hierauf 
falle man aus dem Mittelpunkte auf die nicht gemeinschaftlichen 
Schenkel der gegebenen Winkel die Senkrechten EG und EH und 
verbinde deren Fusspunkte durch die Gerade GH ; fälle auf diese 
aus dem Endpunkte des Radius EF die Senkrechte FK und ver- 
längere sie, bis sie die Peripherie ziun zweiten Male in L schneidet; 
ziehe endlich durch diesen Durchschnittspunkt eine Tangente an den 
Kreis und verlängere sie nach beiden Seiten hin , bis sie die nicht 
gemeinschaftlichen Schenkel der gegebenen Winkel in C und D 
schneidet, so ist das so erhaltene Viereck ABCl) nach den Seiten 
und Ecken ceutrisch. 

Beweis. Da EF ein Radius des Kreises E und AB _L EF 
(Constr.) , so ist AB eine den Kreis in F berührende Tangente (242). 
Ferner ist EG _L AD (Constr.) , 

folgUch AGE = R 

= .AAFE 

^EAG = ^EAF (Constr.) 

AE = AE, 

mithin AAGE^AAFE (46), 
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(Constr.) , 


daher EG = EF. 

Aus iihulichoii Gründen EH ■= EG = EF. 

Es sind also EG und EU lladien des Kreises E, 
und da AD _L EG und zwar in G 

und UC JL Eli und zwar in H 

so sind AD und BC den Kreis in G und II berührende Tangenten (2 12). 
Da endlich auch CD den Kreis in L bcrülirt (Constr.), so ist 
ABCD nach den Seiten centrisch (A. 618). 

Zieht man ferner den Eadius EL nach dem Berührungspunkte 
der Tangente CD, so ist 

^FEH = ^FKH + ./ EFL + ^EIIG (38) 

^GEL = ./GKL — ./ELF— ^EGII (38), folglich 
^ FEH + GEL = FKII + ZI GKL -h ./ EFL — Zl ELF + 

ZIEHG — ./EGH, 

aber .ZEFL = ZlELF | , 

.ZEUG = ^EGIl}(^^)"“^ 

ZlFKII +Z.GKL = 21{ (Constr.), mithin 
ZlFEH -F ./GEL = 2R 1. 


Nun sind die Winkel des Vierecks BFEH = 4 Hechten (104), aber 

ZlBFE +./BHE = 2K, folglich 

Z. ABC + ZFEII = 2R. Aus ähnlichen Gründen 

ZADC + ZGEL = 2R. Mithin wegen 1 

ZABC + ZADC = 2R, daher auch 

ZBAD + ZBCG = 2R (104). 

Mithin ABCD nach den Ecken centrisch (244, Z. 4); w. z. b. w. 

674. Zwischen den Schenkeln eines gegebenen Winkels eine 
Gerade von vorgeschriebener Länge so zu ziehen , da.ss das 
entstandene Dreieck einen vorgeschriebeuen Flächenraum hat. 

Auflösung. Man verlängere [einen der Schenkel des ge- 
gebenen Winkels BAC (Fig. 571.) über den Scheitel hinaus mn ein 
Stück AD, welches beliebig, aber kleiner als die vorgeschriebene 
Länge ist; beschreibe aus dem Endpunkte der Verlängerung mit 
der vorgeschriebenen Länge als Radius einen Kreis und ziehe in 
demselben den Halbmesser DE nach dem Punkte, in welchem die 
Peripherie den nicht verlängerten Schenkel des gegebenen Winkels 
schneidet; beschreibe hierauf um das so entstandene Dreieck ADE 
einen Kreis M; construire mm über DE als Grundlinie und zwar 
auf der dem Dreieck ADE abgekehrten Seite ein beliebiges Drei- 
eck EDF, welches den vorgeschriebenen Mächenraum hat; ziehe 
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(lurcli <lic Spitze F eine Parnllele mit der Grundlinie; verbinde 
einen der Diirclischnittüpvinktc die.sor Parallele dnrcli die Peripherie 
de.s Kreise.s M mit den ICndpunkten der Gnmdlinio des Dreiecks KDF 
durch die ücra<lcn 1)11 und KII ; schneide auf den Schenkeln de.s 
gesehenen Winkels vom Scheitel aus Stücke ah, welche einzeln 
gleich den zuletzt genannten Geraden sind, also AB — HE und 
AG = HD , und vollende das Dreieck ABC , so ist dieses das ver- 
langte. 


Beweis. Es ist 


folglich 


^DHE + ^DAE = 2R (‘->7.5) 

B.\C -4- ZlDAE = 2K 

./DHE = ^BAC = dem gegehenen Winkel ((smstr.). 


HE = AB 
HD = AG 


(Constr.) , 


mithin BG = DE (45) = der vorgcschricheucn Länge (Gonstr.); 

endlich ist A ABG = A HED (45, Z.) 

AHED = ADEF (81), 

also A ABG — A DEF=demvorgeschriehenenFlächcnraum(G.). 
Mithin ist A ABG das in der Aufgabe verlangte; w. z. h. w. 


A II ai V r k II II g 1. lla KII aiicli iiiif ilciii Si lu'iikul AK mul 1)11 aut ileiii .Schenkel 
All aiifKeliiigen wenleii küim. su r»l(!l hiei'nus, (lass sieh zwei Ureieeke eiiii- 
.slniinai lassen, «eiche lieii lleiliiigiingcii iler Anfgahe gelingen. 

A n III c rk II II g 2, Ziehl inan ilnreh ileii Millcl|iniikl M: l,Mh_LhK, so ist 
diese Gerade die giiissle Linie, die sich vom Punkte K nach dem ünikreise 

IlK.I.K 

ziefien lass! (240); tolgiieh ist das Oreieek, dessen l■hlchenrallnl durch — -- — 


aiisgedriickt wird (203, Z. (i), das grösste, welches dem Inhalle nach iiher DE 
als Griiiidliiiie in den Kicisahschnitt DLIIE besehrieheii werden kann (84, Z. 2) ; 
daher kann die Anfgahe nicht gelost werden , ' sobald der voi geschriebene Ela- 
cheiiranni jenes angegebene Maviimiin ula'rsclii eitet. 


ü75. ln ein Dreieck drei Kreise so zu beschreiben, dass jeder 
von ihnen sowohl zwei Seiten als auch die beiden andern 
Kreise berührt 


A II III er k n II g. In llelreir der in Eulgendem lorkominendun llei bnungen ver- 
weisen wir auf die Zusätze und Aiinierkiingen von 203. 


Analysis. Es seien a und b (Fig. 512.) zwei Kreise, die 
sich in z von aussen berühren. Mau ziehe die innere gemeinschaft- 
liche Tangente zw„ und die äussere u„v„ , welche die ersterc in 
w„ schneidet, so ist: 
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1. u„w„ = zw„ = w„v„ (250, Z. 4). 
Man ziehe w„b und w„a , so ist 
^u„w„a = ^aw„z i 
.^^v„w„b = -/ bw„z I ' ’ 

■^aw,,h = R (20) 

= ^azw,, (243) 

= zaw„ + aw„z (38), 
.Zlzaw,, = ^zw„b, 

Aazw„ ~ Azw„b (196), 
also verhält sich az : w„z = w„z : bz, 
folglich az . bz 2 

= n,.w„ 


folglich 


daher 

mithin 


2 1 

I 


(wegen 1), und mithin 


= v„w,. 

2. u,,w„ = w„z = w„v„ = ^az . bz. 

Errichtet man nun in w„ auf u„v„ eine Senkrechte w„c, 
und beschreibt aus einem beliebigen Ihinkte c, derselben mit c,u„ 
als Halbmesser einen Kreis, so geht dieser auch durch den Punkt 
v„, da c,u„ = c,v„ als Seiten eines gleichschenkeligen Dreiecks, 
und schneidet die Kreise a und b zum zw'eiten Male in y und x. 
Man ziehe ay und hx und verlängere sie sowohl über y und x bis 
zu ihrem Durchschnitt in c, als auch über a und b, bis sie die Pe- 
ripherie des Kreises c, beziehungsweise in t, und r, schneiden; 
ziehe ferner in den Kreisen a und b die Radien au„ und bv„ und 
verlängere sie ül>er die Mittelpunkte hinaus , bis sie die Peripherie 
des Kreises c, heziehungsweise in t„ und r„ schneiden ; ziehe endlich 
die gemeinschaftliche Sehne u„y der Kreise a und c, und die ge- 
meinschaftliche Sehne v„x der Kreise b und Cj , so ist, da die beiden 
Sehnen u„t„ und v„r„ senkrecht auf u„v„ stehen (243), u„v„ die 
Entfernung zwischen ihnen; da aber u„w„ = w„v„ (wegen 1) und 
die genannten Sehnen parallel sind (26, Z.), so haben sie auch 
gleiche Entfernung vom Mittelpunkte, mithin 
= v„r„ (250, Z. 2). 

Nun ist au„ = ay (als Radien des Kreises a) , 

folglich Ayn„t„ = u„yt, (51), 

mithin arc. yt„ = arc. u„t| (245), 

daher auch arc. yt„t, = arc. u„tjt„, 

folglich yt, = u„t„ (245, Z. 5); 

aus ähnlichen Gründen xr, = v„r„ , 


mithin 


y*i 
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daher arc. yt„t, = arc. xr„r| (245, Z. 5), 

also auch arc. xyt„ti = arc. yxr„ri , 
mithin ist, wenn man t,r, zieht; 

zlt,r,c = zlr, t|C (245), 
folglich ct| = er, (52), 

nnd mithin ct, • — yt, = er, — xr, , 
d. i. cy = cx. 

Man besclireibe nun aus c mit cy als Radius einen Kreis, so geht 
derselbe auch durch den Punkt x , und da die Summe der Radien 
ay und cy der Kreise a und c gleich der Entfernung ilirer Mittel- 
punkte ist und ebenso die Summe der Radien bx und cx der Kreise 
b und c gleich der Entfernimg bc der Mittelpunkte, so berührt 
Kreis c die Kreise a und b in y und x von aussen (263, Anmk.). 

Man ziehe ferner die Axe ac, , verlängere sie bis zu ihrem 
Durchschnitt A, mit der verlängerten Geraden n,,v„ und ziehe A,y, 
so ist A,y eine Tangente des Kreises a, welche ihn in y berührt; 
denn ac, oder ac,A, halbirt die Sehne yu,, unter rechten Winkeln 
(264), woraus sich die Congnienz der Dreiecke A,dy und A,du„ 
ergibt (45), folglich A,y = A,u,,; 

es ist aber A,u„ eine Tangente de.s Kreises a, mithin ist auch A,y 
eine Tangente dieses Kreises (250, Z. 4 u. 5); und da ferner .\,y _L 
ay (243); y aber der Endpunkt des Halbmessers cy des Krei.ses c 
ist, so ist A,y gleichzeitig eine Tangente des Kreises c (242), die 
ihn in y berührt; es ist also A,y die innere gemeinschaftliche 4’an- 
gente der sich von aussen in y berührenden Kreise a und c. 

Man beschreibe nun aus c, als Mittelpunkt einen zweiten Kreis 
niit c,w„ als Halbmesser, der also u,,v„ in w„ berührt. Diesen 
Kreis werden wir fernerhin, unter Benutzung der folgenden Fig. 513, 
ausschliesslich mit c, bezeichnen. 

Es ist der Punkt A, der äussere Aehnlichkeitspunkt der K reise 
a und c, (A. 576), da au„ |j c'w„ (26, Z.); hieraus folgt, dass 

3. A,y eine Tangente des Kreises c, ist (A.576, Z. 2). 

Es sei der Punkt t der Berührujigspunkt. 

Man kann nunmehr sagen, dass die von dem Berührungspunkte 
y aus gezogene innere gemeinschaftliche Tangente yt der Kreise a 
und c den Kreis c, berühre. 

Indem man auf ganz ähnliche Weise in Betreff der Kreise b 
und c, wie so eben in Betreff der Kreise a und c, verfährt, beweist 
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man , dass die innere gemeinschaftliche Tangente xs der Kreise b 
nnd c, von x ans gezogen, den Kreis c, berühre. 

Es ist zw„ die Potcnzlinie der Kreise a nnd b | 

xs die Potenzlinie der Kreise b und c > (A. 593, Z. 2). 

yt die l'otenzlinie der Kreise a und c ) 

1 )iese drei Linien schneiden sich , hinreichend verlängert , in einem 
Punkte P (A. 594) ; hieraus folgt 

4) Pz = Px = Py (A. 592 und A. 589, Zus. 1). 

Daher ist P der Mittelpunkt und T’x = Pz = Py der Halb- 
messer des innern Kreises des Dreiecks abc. 

Fällt man nun cy_Lab, so ist: 
ac- = cy*-pa/* (87) 
bc* = cy^ -i- by* 

= cy* -p fab — ^ fiy)*! mithin 
ac- ' — bc* = ay* — (ab — ay )* 

= ay* . — (ab^ • — • 2ab . ay -|- ay*) 

= 2ab . ay — ab*, folglich 
ab* -p ac* — bc* 

ay = — . lerncr ist 

2ab 


cy* = ac* — ay* 

= (ac -p ay) (ac — ■ ay), 

setzt man hienn den für ay gefundenen Werth, so erhält man: 


cy*=( 


ac -p 
(2ab . ac 


ab* -4- ac* — bc* 


2ab 


-ab* 


)(■ 


ab* -p ac* — bc* v 


-ac* 


-bc*4(2ab . ac* 
~ '4ab* 


2ab ' 

- ab* ■ — ac* -p bc*) 


(ab-pac-pbc)(ab-pac — bc)(ab — ac-pbc) (- ab-pac-pbc) 

lülglicli 

^(ab-pac-pbc) (ab-pac — bc) (ab — ac-pbc) ( - ab-pac-pbc) 

~ ^2ab 


abcrAabc= (203, Zus. 6); 

substiluirt man hierin den gefundenen Worth von cy, so hat man: 
V(ab-pac-pbc) (ab-pac — b c j (ab — a c-p bc) ( — ab-pac-pbc) 


l^X 

abcrAabc= — (ab -p ac -p bc) (272, Zus. 2), 
l^X 

folglich (ab -p ac -p bc) 
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^(ali+ac t-hc) (ah+ae- 


-bc) (al>— ac-hbc) (- 


-al)+ac+bc) 


imil niitbin 1'x 


^(ah|-ae I be) (ab-bac — bc) (ab^ — ac+bc) ( — ali-(-ac+bc) 
' 2 (ab -f - ac 4- bc) 

(al)4-ac-|-bey ab-f-aC — bc)(ab- — ac4-bc)( — ab -j-ac+bc) 
4 (ab 1- ae bc) (ab ac f- bc) 

(ab 4- aC' — bc) (ab — ac 4- bc) ( — • ab 4- ac 4- bc.) 


=v 

-V 

=v/ 


4 (al) 4- ac 4- bc) 


’Jiiz . 2bz . 2cx 
4 (2a/. 4- -bz |- 2 cx 


öaz . bz . cx 
8 (az 4- bz 4- cx) ’ 
az . bz . cx 
az 4- bz 4- cx’ 


es ist also: fi) l’z = Py = l’x 


Da ferner yt un<l xs geineinscbaftlicho, in P sich Rchneidcnde 
Tangenten der Kreise c und c, sind , mithin die nach den Berüh- 
rungspunkten gezogenen liadien cy und c,t, sowie cx und c,s pa- 
rallel, weil cy und c,t_Lyt und cx und c,sj_xs, so liegt der 
Durchschnittspunkt P auf der Axe der genannten Kreise (A. 573); 
cPc, ist also eine einzige gerade Binie und folglich: 
APic'S'APsc, (196) 
daher verhält sich: Px : Ps = cx : c,s 
mithin auch Px -f- l’s : l’x = cx -4-c,s : cx (153) 


d. i. 

Nun ist 

also 

aber 

und 

folglich auch 
d, i. 

mithin ist 
und folglich 


A,y 


sx : Px = cx -p c,s : cx 
Px = Py 1 
Ps = Pt j 
sx = yt 
A,y = A,u„ 

' Ajt = A, w., 

— A,t = A,u„ 
yt = u„w„ 
u,,w,, = sx 


(als 'Pangenten) 

(als Tangenten) 
- A,w„ 


sx = ^az . bz (wegen 2). 


Setzt man diesen Werth für sx, sowie den in 5 für Px ge- 
fundeneu in obige Proportion, so hat man : 
az . bz . cx 


Vaz . bz : - 


az -p bz -p cx 


= cx 4- c,s : cx , folglich 
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/ äz dz • ex - 

(cx + c,s) 1 / — = ex Jaz.hz (150) 

' ' ' y az -J- bz + ex ^ 


also 


ex + c,s = 


ex^az . bz 


az . bz . ex 
az + bz + ex 





/ az . bz 

= cx 

^ / az . bz . ex 


az 4- bz 4- ex 


, az . bz (az 4- bz 4- ex) 


V az . bz . ex 

= cx ' 

/ az 4- ez 4- cx 

V ' ex 


cx* (az 4- bz 4- cx) 

- V 

CX* 


= yjax (az 4- bz -H ex) 
mitbin (ex 4- e, s)* = ex (az 4- bz 4- ex) 
d. i. cx'^4-2ex.e,8-l-c,s* = ex (az 4-bz 4- ex); folglieh ist: 

6) e,s* = ex (az 4- bz 4- ex) — ex* — 2ex . c,s 
= ex (az 4- bz — 2e,s). 

Man ziehe von a aus eine Tangente a.s, an Kreis c, , den 


Kadius e,s, 

nach dein 

Berührungspunkte und c,q senkrecht 

au„ , so ist : 

as, * 

= ac,* — c,s,* (87) 


ac,* 

= e,q*4-aq* (87) 



= c,q* 4- (au„ — qu„)*, 

daher 

as,* 

= c, q* 4- (au„ — qu„)* — c, s, * 

nun ist 

au„ 

= az (als Kadien) 


4'b/ 

= c,w„ (56) 



is=; c,s, (als Kadien) 


c,q 

11 



= yja. 2 , . bz (wegen 2) 


also c,q* = az.bz. 

Diese Wertlie in obige Gleiehung gesetzt gibt: 

as,* = az.bz-l-(az — ■e,s,)* — e,s,* 

= az . bz 4- az* — 2az . e,s, 4- c,s,^ 
2e,s,) 


und daher 
mithin 


7) as,* = az (az 4-bz ■ 


■= -- ,az(az4-bz — 2e,s, ) 
az 

= ex (az 4- bz . — • 2e, s, ) 

= ex (az4-b& — 2e,s)(weil c,Sj =:C|SalaRdn.) 
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= c,8* (wegen 6); daher 

8 ) = J “ . 

a8| \ az 

Man ziehe ferner diejenige ünssere gemeinschaftliche Tangente 
U|V, der Kreise a und c, die den Kreis b nicht trifft; ziehe die 
Radien aU| und cv, nach den Berührungspunkten; verlängere Py 
bis zum Durclischnitt w, mit der Tangente u,v, und ziehe aw,, so 
ist: v,w, = w,u, = yw, und aus ähnlichen Grün- 

den, wie oben für 2, ist 
9) v,w, = w,u, = yw, = Vay^y 
= \jaz . cx. 


Uividirt man nun w, u, und seinen gleichen Werth ^az . cx 
durch au, = az (als Radien), so erhält man : 


=v/ 


az-* 

cx 

az 


(wegen 8) ; 


als Radien j, daher : 

10) w,u, ; au, = c,s, ; as, 
.^aUjW, = R 

= as,c, I 
folglich Aau,w, ~ Aas,c, (198) 

mithin 11) Ac,as, = ALu,aw,. 


(213) 


(weil c,s=c,s, 


Verlängert man nun die Tangenten v,u, und v„u„ bis zu 
ihrem Durchschnitt in A und zieht Aa, so ist 
Au,w,y -H Alu,ay = 2R (275) 
oder AAw,A,+Au,ay — 2R 
A.Aw,A, -1- AlwjAA, 4-Zlw,A,A = 2R (-'iS), 
mithin A. u, ay = A w, AA, + A w, A, A 

also auch | A u, ay = .J ( A w, AA, -f- A w, A, A) 
d. i. Au,aw, = AaAA, AaA,A (250) 

AaAA, -p AaA,A-J- AAaA, = 2R(38) 
f(dglichAu,aw,-l-AAaA, = 2R, und wegen 11: 

A c,as, -J- AAaA, = 2R, 
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Vierter Aliselinilt. 


mithin bilden die Linien Aa und as, eine einzige Gerade C21), und 
mau kann dalicr nun sagen : 

Die Gerade Aas,, welclie den diircli die beiden äussern ge- 
meinsebatllicbeTi 'rangenfen v,A der Kreise a und c und v„.\ der 
Kreise a und b gebildeten Winkel v,Av„ balbirt, berührt gleich- 
zeitig den Kreis c,. 

Man ziehe ferner an die Kreise b und c diejenige äussere 
geTueinschaftliche Tangente vu, welche dem Kreise a nicht begeg- 
net; verlängere sie bis zu ihren Durchschnitten B und C mit den 
verlängerten äusseren 'l'angenten u„v„ der Kreise a und b und u,v, 
der Kreise a und c ; ziehe vom Alittelpunkte h die Tangente bs„ 
an Kreis c, ; ziehe hierauf Bb, so ist aus ähnlichen Gründen , wie 
so eben für Aas, angegeben, Bbs„ eine einzige Gerade, welche den 
Winkel ABC halbirt und gleichzeitig den Kreis c, berührt. 

Die beiden Geraden As, und Bs„ mögen sich, verlängert, in 
O schneiilen; zieht man CO, so wird durch diese auch der Winkel 
ACB halbirt (A. 27) und CO geht durch den Mittelpunkt des Krei- 
ses c, da cC ebenfalls den Winkel ACB halbirt (45), beide Linien 
also zusammeufallen. 

Man hat nunmehr ein Dreieck ABC um die drei Kreise a, 
b und c, von denen jeder die beiden andern von aussen berührt, 
dergestalt construirt, dass jede Seite zwei jener Kreise von aussen 
berührt, und dass die Winkelhalbirendcn BO und AO mit der 
Dreiecksscitc AB ein Dreieck ABU bilden, dessen innerer Kreis der 
Kreis c, ist. 

Mit Bezug auf das von Kreis c, weiter oben in Folge von S 
Gesagte kann man demnach nun wiederum sagen : dass der innere 
Kreis c, des Dreiecks ABO von zweien der drei inneren gemein- 
schaftlichen Tangenten der Jvreise a, b und c, nämlich von J'y und 
]*x, berührt wird, während er die Beite AB des Dreiecks ABC in 
demselben Punkte w„ berülu-t, in welchem die dritte jener Tangen- 
ten, Pz, die.selbe schneidet. 

Auf ähnliche Weise lässt sich zeigen, dass die beiden iunem 
Kreise a, und b, der Dreiecke BOC und AOC beziehungsweise von 
Py und Pz, wjwie von l’x und Pz berührt werden, während der 
ersterc die Dreieck.sscite BC, der letztere AC in dem Punkte be- 
rührt, in welchem bezüglich die dritte Tangente die Seite schneidet 



Aufgaben. 
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\'om l’iuikte !iu>, dem Borüliruiigspuiikle des Kreises C| 
mit der Seite AB, k:nin man minmelir, wie erwiesen, eine 'l’aiigente 
w„zl* siielieii, welche die vier Kreise a, li, a, und b, berührt, und 
diese Tangente ist gleichzeitig die innere gemeinschaftliche 'J'an- 
gente der Kreise a und li. Aehnliche Tangenten können also auch 
von den dem Punkte w„ ents])rechenden l’nid;fen und w gezo- 
gen werden. 

Ist dalier das Dreieck AB(! gegeben, und mau .scdl in das- 
selbe drei Kreise so beschreiben, dass jeder von ihnen sowohl zwei 
Heilen , als ancli die bei<len andern Kreise l>erührt , so ergibt sich 
aus dem Vorhergehenden folgende 

(Jo 11 st r n c t i o n. Alan verbinde den AI ittelpunkt O des iniicrn 
Kreises mit den H]iitzeii des Dreiecks, wodurch die Dreieekswiiikel 
halbirt werden ; beschreibe in die so entstandenen Dreiecke BüC, 
AOe und A(JB ihre inneren Kreise a,, b, , c, ; ziehe von dem 
Punkte w„, wo der eine von ihnen, c, , die Heite AB des L’rdrei- 
ecks berührt , an einen der beiden andern, bj, dergestalt eine 'J’an- 
gente, da.ss dieselbe aiicli den dritten, a,, berührt, was immer mög- 
lich ist, und beschreibe endlich einen Kreis a, welcher diese Tan- 
gente und die beiden ^iten des Dreiecks AB(J berührt, welche 
auch von den beiden genannten llülfskreisen , b, und c,, berührt 
werden, so ist dieser Kreis einer der drei gesuchten. Durch ein 
ganz ähnliclies Verfahren findet man die beiden andern. 

()70. ln einen Kreis ein Dreieck zu beschreiben, dessen Heilen 
(oder ihre Verlängeruiigeiij durch drei gegebene Punkte gehen. 
Auflösung. Man bestimme die den gegebenen Punkten G, 
H, J (Fig. ill.) ziigeliörigeii Polaren und verlängere dieselben bis 
zu ihrem gegenseitigen Durchschnitt; verbinde in dem so entstan- 
denen Dreiecke ABC jeden der gegebenen Pimkle mit derjenigen 
Ecke, die seiner Polare gegeniiberlicgt ; verlängere diese Geraden 
bis zum .Durchschnitt mit den Gegenseiten oder Polaren; verbinde 
endlicli diese letzteren Durchschnitt.spuiikte untereinander; so sind 
die sechs Punkte, in denen die Heilen des so entstaudeneu Dreiecks 
DEF die Peripherie schneiden, die Hpitzen zweier Dreiecke, AIKO 
und LPN, welche den Bedingungen der Aufgabe genügen. 

Beweis folgt unmittelbar aus A. 628. 

ö77. Um einen gegebenen Kreis ein Dreieck zu beschreiben, 
dessen Hpitzen auf drei der Lage nach gegebenen geraden 
Linien liegen. 

de Niem, Beweine und Aufl^Mnngeu. U. 17 
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Vierter Abschnitt. 


Auflösung. Man bestimme ilie den gegebenen Geraden BC, 
AC, AB (Fig. 471.) zugehörigen Pule G, II und J; verbinde jeden 
derselben mit der seiner Polare gegenflberstehenden Ecke des von 
den gegebenen Geraden gebildeten Dreiecks ABC; verlängere diese 
Transversalen bis zum Durchschnitt mit den genannten Gegenseiten 
oder I’olaren; verbinde diese Durchschnittspuukte untereinander; so 
sind die Punkte , in denen die Seiten des so erhaltenen Dreiecks 
DEF die Peripherie schneiden , die Berührungspunkte zweier um 
den Kreis zu besclureibenden Dreiecke, KTV und ySU, welche den 
Bedingungen der Aufgabe entsprechen. 

Beweis folgt unmittelbar aus A. 629. 
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